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Ucber gradlinige, eircnlnrc und elliptische Po- 
larisation des Lichtes. . 

. }' . - . Henm Plesch- 

'Lelircr der Mathematik uiui Physik am Gvuiua.siiiiu tn Tiier. 



I. 

Der Lichtäther wird im Zustande des Gleichc:cwirtifes of^'hal- ' 
ien hauptsächlich durch nbälossende Kräfte, welche die einxeineu 
TJieildicfii auf eioaniier ausüben, tireif^ aber auch durch eine be- 
'sovdmre fiiDwi^kaog, welche er vob Seiten der BIvlekttle der poD- 
doraltilon Materie erleiiiet;i« Jm leeren Räume mii.ss derselbe also 
gleichforraig"' verbreitet sein, über.ill gleiche flichtigkcit und nnch 
allen Richtungen dieselbe Khisticität haben. In eiirem mit wägba- 
rer Materie erfüliten Räume dagegen kann seine Dichtigkeit von 
^eotr'vtrtdiiediiiiiiii» imd seilte BlastleH&t weh mit de» Richlviig 
apderi)» I^etsteres findet jedoch nur bei denjenigen crystältisinett 
Substanzen Statt, deren primitive Form kein reguläres Polyeder 
isr. Diesen Fall sckliessea wir von i|Dserer gegen wärtigea Be- 
tracht uoff aus. 

II. 

Ein Aethertheilchen sei um eine im Verhält oiss yar Entfernung 
der einzelnen Tfiellchen von einander sehr kleiiie Grösse.]^ 



der Lage seines Gleichgewichtes gebracht: so wird die Gesammt« 
"Wirkung der henachharton Theilclien iiuf dasselbe eine ubstnsscnde 
Kraft sein, deren Richtung durch die Gfeichgewichtslage jenes 
Theilchens geht und deren Intensität, da ^ sehr klein ist, der 
Grösse C seAst |iroi»urtional gesetzt werden darf. Ist also Of dar 
Abstand des Theilchens ^ von der mprüjiglicben .Lage nach der 
Zeit ^, so ist > , « 

^==-rA- (I) • 

Tka IV. • I 
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die DiffereatialffleicbuDg der Beweguoff, wo e die Gröiae der «b*. 
siosMDjdea Kraft in «lerBiiibeit der EnrnrnuBg aaidrttckt niii ofiirak 
iMir pro|iortioiiBl der Elasticität des Pluidums ist. Aus dieser Glei- 
cbung ergibt sich tolffendes Integral (s. Trait^ <l4«0iit de ctlcsl 
diffdr. el iBtdgral par Lacroix, 4. ^ditioo 316): 

A' = a cos ^^e-i- c), (2) 

welicbea die GeMtie der Bewe^nn^ des Theilchens entbält Setst 
man xnr BeatiamiNig der wiUkäbrhcbeD CoMtooten ia diaiar Glei- 
cbuDg 

4P=sa«ir /=:0, 

folglich 

JT = a cos t e (3) 

wo a di« OaeillatioBa- Amplitude des TbeHcbmia badaatot. 
Die SabwiBgangsdavar t m offeDbar beitiMpU dweb dia Ra« 
latiaa 



falglicb ist 



f|/«8«V (4) 



^««eaaSir.f 



wean aiau der Kdne laiber dorch =b-^a = a, ebne Unterschied 

des Zeichens, die grösste Osci 1 lationsgeschwindigkeit 
fibratloBs-lnteniltftfc des Tbeiicbens baaaicbaat Ninart 
■aa dIa lateasität der abitaaieoden RbbA iar dar JKabait dar Bat- 
.faraaag als Biabeit aB> ao Ist 

aad £algiicb (4) 



■kUa 



nod obige Glaiebuagea (5) gabea uater diaaar l'aranssatieag ibaria 
folgeade: 

OFSSU COS 23f . -^j 
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Da s.die Dauer einer Oacillation bedeutet, so ist also — die Ao< 

zahl der SchwingUDgeo, Welche das Aetbertheilchen während der 
Zeit seiner Bewegung gemacht hat, und mau sieht also, wie durch 
diese Anzahl uoü die Schwingungsweite des Theilchens seine Ge- 
leftwiodlgkeit und Ebtferonng von der nrspranglielien CtldiSlge* 
wfehtsla^e bedingt sind. Es sei noD'pvf deKielbed Strahle bOBO- 
genen f.ichtes E die Entfernung eines xwcIIbd Aethertheilchens Ton 
jenem und / die cntiprecheiide Länf^e einer Aetlierwelle, i(o iit 

die Aasahl der .Wellen zwis<^eo beiden Tbeildien. Da nun imcb 



• • " * ' . 

di^ iPe we g W g'^rtf'ln dar Blitfenilfng y#fli ernten Theilelen 

Bssi, EzsfU, £zssZi ß=mi 

«ninngt: so bat das erste TÜellchen eise sebon m Scbwingmtgen 

vollbracht, weiin jenes andere seine Bewegung erst beginnt; folg- 
lich ist die ^nsabl «der Oscillatienen dieses letzteren nncb der Zeit 
S offenbar 

^ t E 

' » • ' • . . . 

und besniebMt • die Ansseliingniinite desaelben Tbettcbnns, s# 
sind also 



4rassa cos »jr (-^ r- y)/ 
ersssa sin 2jr (-i — y)! 



die iileicbungen seiner Bewegung. Ist 

wo M eine ganze Zahl nnd y irgend einen Tbeil der Aetberwelle 
bezeichnet und mitbin 

y>0</ 

ist, so kfinnen obige deichangen (7) nneb nnter ilie Fora 

jPÄ« cos (-f — -2^)1 

^ frs;a ain (y - -f)) 

li^cbracht werden, da eine Verminderung des ganzen Bosens unt 
UftTT weder dessen Cosinns noch Sinus ändert. Jener Tbeil 9 der 
AjetherweUe beasst die Fbase des vibj^irenden Tbeilcbens. 



I 



4 



AiiB de» Gleichoogen (6) und (8) folgt 

••'«.« ' . 

. . «* + tf«=:tt' (9), 

tfuiiebliiift alsp wabrend ^tr Scliwingungsdaaer eioM* AetfaertbeiU 
cbena eia Punkt mit ffleicliförmi^er Gcscliwindigkeit 4ie Peripliefie 
eiucs Kreises, dessen Radius gleich ist der Schwingungsweite jenes 
Thcilchens: so bezeichnen die rechtwinkligen Cuordinaten dieses 
Punktes die gleichzeitige Geschwindigkeit und Kotlernun^ des 
Aetbertbeiicbeus vuu der urüjirüuglicbeü Lage sciues Gieicb^e- 
wtchtes. ' 

Die Vibratiooen des Wbtes'sind transversale, d. b. sie er- 
folgen scnkrecbt zur Fortpflanzungs- Richtung,"^ oder, was dasselbe 
hcisst. senkrecht zum Lichtsiralil, liegten aisu in einer auf letzterem 
normalen Ebene. Kiu Niralil, dessen Aetbertheilchen alle nach 
derselben consiantea Richtung oscilliren, licisst gradlinig pola- 
risirt Die Gleichungen (8) entbatten die Gesetse der Bewegung 
aeim r TlieilcUes. Zwei .juisanaieDfiilleDde StrablMi .sind seak* 
recht zu einander polarisirt, w(Min ihre Schwingungärichtuii* 
gen rechtwinkliij: i.',«'gen einander sind. In Betreif der linearen Po- 
lurisutiou erlauben wir uns auf Autbutz L. im 1. Tbeilc des Ar- 
. tflnv'»«« verweiaeD. 

III. 

linterliejit dasselbe Aethertheilrlien der Kinwirknnc^ eines zwei- 
ten Vibrationssystemes von gloiclier Nchwi^ungsdauer t, ffletdier 
Wellenlänge /, aber verscbiedcner Phi^se 9>, uud verscbiedeDer 



SehwingungsweiliS ce^, oder, waa unserer .'VimuisaetaMg -naab 

selbe heisst, verschiedener Intensität a,', uud bezeichneu 94- 
dic Geschwindigkeit des Tbeikliens und dessen Knlfernung von 
der ursprünglichen Lage seines Gieicligewiciites nach der Zeit 
so eaihaiten die Gleich uu^en 

y=a, cos 2» (i- — 2")) 

die entsprechenden Gesetze der Bewegung, lu Kolg^e der Einwur» 
kung eines jeden dieser Vibraiionssy «ferne allein wurde die Bewe- 
gung d<-s Theilebens geradlinig und durch obige Gleichungen (8) 
oder (10) besiinnnt sein. Wirken aber beide Systeme gleichzeitig^ 
auf das Theilclien und sind z. B. ihre \ ibrationsrichtiingeu zu einun- 
der senk recht, so ist die Buhn des Tbcilcheui eiuc ebene L'urve, 
worin 



ir = a cos 2jr — y)| 



die gleichzeitigen rechtwinkligen Coordinatcn des AethcrtbeiliAtni 
ausdrücken, ^iuniairt aiaa ZeU i aus diesen Glet^binig«a> )n» 
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ioM tum- 4{e CSIeiebmi; 4» Brfra selliit. * Mn «riiäU DSoKch 
snaäelnt 



in« 



folglich 



I 



' - 23r . 2^7^ = arc (coi = ^) — are (eis ^) 
oder wenn man aof jeder ScUe die Cosiniie nimmt • 



* . • .0 • . » 

und meraos nach eiDigen Redoetiooen 

Das Aetlierthcilchcn brsclireiht nlso im Alliremcinen eine Kllipse, 
weiche unter gewissen Bedin'rung'en in einen Kreis übergehen 
kann. Pflanzen sich also zwei Straiilen homogenen i^ichlcs» 
welche too eioer Lichtquelle ausstehen und senkreclit zu eioander 
polnrisirt sind, aaeb derselbe^ Klcbtoeg fort^ so i^t jedes Aetlier- 
theilcbeD dieser beiden zasiimmeufailenden Straiilen der ^leichzei- 
tis:en Kinwirkunjr zweier zn einander orlliogonalen ^ilirationa» 
Systeme unterworfen, deren Gleicliuny^en (8) und (10) sein mögen, 
und folglich hört die Buhn des Theiicheus auf eine grade Linie 
zu sein und jcebt im Altgemeieeo in eiae Ellipse über, -welrbe , 
während der Schwingungadauer s von dem Theucben darchiaufen 
wird« Der Lichtstruiil ff^ht durch die urs|irün>;liche Gleichgewichts- 
lage, den Miltel[mnkt der Kllipse und stellt normal auf der Khene 
derselben. I*^in .solcher Strahl, dessen Aelherf iieiUhen sich in einer 
Ellipse oder einem kreise h.e wegen» heisst elliptisch oder kreis- 
förmig polarisirl jiad^ist.im Allgemainea altp identiseh mit 
einem Systeme zweier .gradlinig und rechtwinKUfl stt einander por 
lurisirten Strahlen von gemeinschaftlicher r FortpflaD«iBgsriehtiiog, 
aba> .veracluedeaea Inietfsiteiao. aad Pliasea. 

• Bfe-'Axen der voü' deiir A^ertheileh«a llkesehriebaneD «lilipti* 
aebea Bahn (12) lallen mit der RicbtoimL jf^^er anf das Tbeilchen 
gleicbzettig einwirkenden ortbogOBaleo Vibradonwyiteme (8) iiud 
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(10) im AHgemeuieD oiclil ^ mmmm. Bezeichnet mt» nänliek 
durch y den Winkel, den die grosse Axe der Ellipse mit der Ah- 
scissenaxe der Bahn bildet, und durch die Coordioaten der- 

selben Carve bezogen auf ihre Azen: w hat man sur Ümformunff 
il«r Gldebunff (12) htkaaitKch (s. Biot ^imaM» ftfealytiqae & 
4Ait M) 4ie Banehug^n 

^s^opi COM -y — jfa sin / 
fssoft IIB r+Jfi «P« r 

Suhstituirt man diese Wertbe in obige Gleichnngr (12) und lastt 
darwif die Aeeoato w<g, lo nimmt 4iMdlw folgeom G^rtait aa: 



'dr*(a,^* cos* y^^a* mb' f'-^tsM^ ain y eot y cot A) 

r-l-«* CM* y^tan^ m y tMy twt A) . 
ia y coa («*— a, S aoa A(m9B* aia* 

SS«««,* aia« A\ 

wo der Kürze halber 

* 



«gOMtat Mt Soll naa «Uaaa Glaiebaag dia Kllipaa (IS) baaagaa aaf 
ihra Aaaa daratellea» aa maat 

St^o y CGI y («• — o,")— aaa, eoa ^( cos' / — aio* /) = • 

oder ' 

aia Slf(a* — a,*) — 3aa. eoa ^.eoa Vs^^- 
sein, woraus 



«^ssiaaar ^ 

setzt, ' ^ ' 

tang 2y = tang 2(f . cos utf« (14) 

TaraacUianst maa dia kleiaaB AaadarungeB dar AaaaeMa gi w mtt a 
hai TartehiadaaoB Aatbertheilchen deftalbaa Strahlaa, .to aahaMa 

also, wenn man von einem Theilchen za einem benachbarten über> 
geht, nur w und 9, um denselben Theil der Welleniäng^c zu oder 
ab; folglich bleibt ihr Unterschied, also auch der Winke) y dar- 
selbe. Hieraus schliesseu wir folgenden Saiat 

Dia Aatiiartiidlcben eines elliptlscli polariatrtea Stablaa ba- 
aehreiben congruente Ellipsen mit parallelen Axeo. 

Bai ifltifllifü jPjbaawi-UatBrichiada a&bart liak im >Ulg«paiaaa 

der Winkel ;^ am ao mehr j-, Ja waatgar dia AmpKtadap dar 
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Mwittffongva m dm hmimuSj wi»m9 ' vom. «MiMdtr. Twekic. 

ißn sind. 

£s Mt 

. . ' . 

wf rechtwinkUge Coordinat^n beiogoi die Gleicliung einer GllipM^. 
so erhält man zur Bestimmung der reciproken Werthe P der halben 
Azen der Curve die Gleicbunir {». Analytisch •ffeonetriscbe £0!- 
Wicklungen von Flücker. 1828. Vol. 1. Na. 251) ' 

Wendet man diese Bedin^ungtgleicbang an cur ftefliBnung der 
Azen der £llipse (12), so ist • . j 

1 _ 1 cot A 

«»» «n» A* ^ — «« «in» A* ^ — ein» A 



mtimiy and mam hmt mitbin 

" «in» ^ ^«»«,» «in» J 

fiilglicb 



c^H-«i* _^_ V^(a»-t-a,^)^ — 4«^«,^ sin» ^ 

^ "^a»»«,» mn« ii — a««a,« »»• A ^^"^ 



a»-l-a » 



— «»a,» «in» J 



in - 



a»«,» «in» ^ 

l>ie Gleichung (15) bestimmt die reciproken Wertbe der baiben 
Asen der Biliöse; die halben Axen selbst Q und sied also ge^ 
^ben direb ale GleicbiiDg 



«» «1 ' 7 V/^(a' -I- «iV — * «in» -dl . 
üilgtieb iit daa Produkt def^balben Azen der Ellipse 

^«.s«a. siil'^asii». aiD 2jr.^^^ (17). 

Setil moi'dar Kftraa baibar in dan Gkicbnogaa (8> and (10) 
dar. iMidtfi artbagonalen Y>lttntionatyataaa 

•Uo )(18) 



«!9 
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•o'*vMiBCaclieti tkk dieielfaieB fotgeniofgeitlilt; • ' 

^ ... 

^ = tt cos y=a, cos ^, j • S 

v.zsza sio =tt, sin iff , j 

Mithin ist > . . .. ; 

• I (20) * • ' • : 

IsL ferner du das DifTereDtinl drs Bogens der vuo dem Aetliertbeil- 
cIkmi besciiriel»eneii Turve und V die Tuugentialgcscliwindigkcit 
de« Tlreilelifeos im Punkte ory seiner. Buhn , so ist (a. Pobsnn Ml^ 
caniquc, ^dikion 2. 145) 



und 
also 

oder 



»•-|-f»'=: F». (21) • ' 

Aus (19) crgiiit sieb durcb Differentiation 

.tf^ss — a sin i? . d!ff=s,— « . «Mf 
(ify = — a, sin //, . ^//I, = — «f, • i^Äj 

und du ^vnl)reDd derselben Zeit die Aendernng der Pbue, det 
AttlberiUeiicbeus bei, beiden Stralilen dieselbe ist, fol^^Ucb . 



so ist also aucb * 

dB = dß\ 

und mitbin - ß. x- ' 

iLe . u sin Ä i> . » . \ # % 

wo <f den Winkel beieiebuet, den 4ie Tnngente im Punkt« ^ff nn 

die Cnrve (12) mit der Abscissenaxe bildet Sind ferner e und 17 
die Winkel, welche mit derselben Axe respective die Normale in 

demselben Punkte xi; und d»'r Radius Vcctor vom Centrnm der 
Ellipse nacb (liebem l'uokte macbeu: so ist (s, Biut G^omötrie aoa- 
ivtiquc, eilil. 8.. 50) * • / ' ' 

ft sUi ß V 



1. * 



V 



(23) 
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folcKcli'Ut ii«r Winlel'^, 4em diu beiden Jetetmn Ijiiiiea «itci»- 
«■Mf bildjni^-gvgtlieii.iliircli^ 4ett.Aiisdraek l[Bipt faal. HO) 



o 1 4- tang « . tang 17 v^x —vy, vy^ -^Vj^. r . . 

All« dea Ifleidnuige^ (20) uml (^2)t erliaU nuili 



•I ' «. 



und bieraas diircb üittereatittüon 



¥^=2^ 125). 



Der Ki'ünimutigsii!ill)iiiesscr q in irircud einem Punkte einer Curve 
ist ^pgrhpn durch den AuäUruck (Lacruix calcul diff. «t inUffral 
4. cdit. 7<)) • ' . . . , • V 



• •• 



Substituirt man Iiierin für die Ijclden Differeoti^l • Co|GifIUi4|ntOD ibre 
Wertbe aus (22^ und (25), so kommt 



• • • 



Die Ceatrifugulkratt des Tlieilcbens in demselben Punkte seiner ' 
Bahn ist bestimmt durch die Gleichung (s. Poisson AUcanique 169) 

^^«x^ (,7, 

wenn mmi liir ^ «eupen^ Wcriii' a«s der .vorlptmhepdeii.Gia^cbiiMi 
itibMtaint.'. Aas (Ä« folgt . . .. 

mihio 

{vjc-^-v^yy cos* ^ = (£'y — «/..r)' (1 — cos* ^) , 

= Jry— «,;r)' (ffy — ^i«)* cos* V^, 

oder wenn man entwickelt 

- (fr» H- i;,*) + cos» ^ zstivprr- P.xY . 
r*. . . cos* i9- == {vy — v^a:y 



S 



r cos %rs= ^ ■> ^ ixöi. . ' 



Digitized by Google 



1« 

Im Pnakte xy^ degsen EntfeniaBg vod der Lage des Gletcbge- 

Wichte« r r= V^^> -f- ist, ist die beschleuniffeBde Kraft, welche 
das Aethertheilchen vud der Ginwirkuiiff der benachharten Theil- 
cheu erleidet, nach dem Centrum der Ellipse gerichtet und dem 
Radios VeMer proportioBal. Nebmen wir also, wi« •Ben (II) g«- 
scheben , die abstossende Kraft in der Einheit der Entfernung als 
Kraft- Einheit an, so ist dieselbe in der Entferafung r ausgedrückt 
durch r und nach deir NiMrmalen an die Bahn im Punkte a^y ler* 
legt durch 

J^r cos ^ (29). 
Ans (27), (28), (29) folgt 

J— aLZ^-.-./» (30). 

• • 

Die Centrifugulkraft des Aethertheilcbena in irgend einem 
Punkte seiner Bann ist also gleich, aber entgegengesetzt der nach 
der Richtung der Normalen in diesem Punkte zerlegten beschleuni- 
genden Kraft. Obgleich also — soviel wir wenif^stens zu wissen 
glauben — dem allgemeinea Gravitatioosffesetze nicht unterworfen, 
blgt denBoeh der Xiehtäther in seiner keweffung demelben "Ge- 
eetnen der rationellen Mechanik« denen nnck die pondemkilen* 'K8r* 
ner unterlieget. 

Ans (28), (19), (IS), (17) ergibt sich 

Tr coa^s=fi|f— r,df=scMit(sin B cos jff, — cos i9 sin^i)) , 

= aa^ sin (>ff—Ä,)=aa. sin ^=äö»(^ '* 

• ■ 

AUo ist 

• ; ;. .; 

mithin . 

/=^=-.#' (3^. 

Wo Centrifagalkraft des Aethertkeildiens in ivgend einem Punkte 
seiner elliptischen Bahn ist also umgekehrt proportional seinor Clo^ 

Bchwindigkeit in diesem Punkte, 
Ans (3t) ^jiessen wir 



1 



F cos ^ 
folg^lich 

y. = r. sin ^ • iSi^ - ^ . ^ == ^ . * (53)- 

Diese nach der Richtung der Tangente an die Bahn auf dafs Aether- 

tbeilchen einwirkende Componentn Jx der gesammten abstossenden 
Kraft bewirkt die Veränderungen in der Geschwindigkeit des Theil- 
chens und ist also proportional der Centrilfugalkrau und der Tan- 

ffente desjenigen Winkels, den der Radius Vector mit der Norma- 
en auf die Bahn bildet. In den Endpunkten der Axen ist also 
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4«pt Gleidi«ng«B (M) niid (Hl). ergibt »ieii 



•der 

felglicb 

Setzt nuo 
aa komfeit 



:« 



F=V//i» — r» (35). 
Diene Gleichang iit Mftleg 4er Gleicbeng (f) 



4? nod r beseiebnen die BDCfemang des Aetb^rtteilebeBi tob der 

CneicbgefvicLtslasre. * • i 
(35) felgt ' 

^sMaximum in den Endpunkt, der kleinen Axe der fiHipse. 

F==A1iniinuni - - " - grossen ... 

ininiDHi • • -* - kleinen - . ' • 

- : - -t. gioiiifi • r . • 



Die GleijchonK (27) liefert die Relation 

F.q = f* (86) 

Die TangentialgeschwindigkeU des Aethertheilcheos in irgend einem 
Punkte seiner Buhn ist also die mittlere ffeometrisclfe Proportionale 
nmcbiBB dfir GentHfiwalkrelt 4ei TlisUcfima und dep KfViWiWgt* 
belbMiicr der Cwrfre.JM> di«Mii^ Pookt». « 

' ' * VI. \ 

Zwei rechtwiaklig zu einander polarisirte Strahlen (homogenen 
Lichtes) R und vou gleicher Schwingungsdaner %, gteicha- 
Wellenlänge /, aber verschiedenen Intensitäten und «i* nnd ve^ 
scbiedenen Phasen tp «nd bringen dnreb Hire Yeieinigung naeb 
deraelben Fortpflansungsridiitung einen elliptisch pol«riliftf&. S^*bl 
hervor, hei welchem die Geschwindigkeiten der Cenponenlen ge> 
geben aind dnrc)i die Formeln 

C/«« sin 2jr - f ). I/, sa«, lin (7 - ^ 

und die gleicba^itigen Coordinaten des Aetbertbeilchena dnreb die 
Gleicbnngen 



* = « CO» Ste (4 - sr=a', c«. in {j -"^) (38). 
Setzt maa den PbMen-UDtertchied 



■o kann man, d» die Zeit Von jede« iMlIiebigen HoaeBte -«nge« 
reclinet, werdee derf, entweder ^ » 

qnd spi + 

•der 

. ' y = -|- -j- ond — -J- 

nplimeo, je nachdem der StraLl R dem Stralile Ü,, oder nm^- 
kebrt dieser jenen Torgeeilt f«t. Im ersteren Falle gehen obige 
Gleichungen (37)» (38) über in folgende: 



. Ü^a sin «Jr (-f + y)» 17, =a, ein Äir (f - ^) 

Im andeite Falle sind 'dieselben ^ ' ' 

ipsa sitt Äir (4 — T^» ^ f*' 

«sa cos Äjr (-i- — ^), Sf=sai cos ^ (-f H- y) 

In Folge eines jeden dieser beiden Systeme (39) oder (40) 
würde das Aetbertlieilclun Mährend der Schwingungsdauer die- 
selbe Ellipse durchlaufen, nur mit cntgegcugesctzier Bewe- 
guogsricbtuDg. Existiren aber beide SraTeiiie - zu glliieher Zeit 
nnd pflansen sich die ans ihnen bcrvorgehendefa Strählen von ent- 
gegcngesetat elliptischer Polarisation nach derselhen Ricfi- 
tung fort: so bewegt sich das Aetbertbeilchen , welches ihr«'r 
gleicbzcitiffcn Einwirkung unterliegt, wieder gradlinig. Um 
dieses zu b<;weisen setzen wir die Vibrutiuoen 6^ und sowie 
Vx und welche parallel erfolgco, respective ,denylxe|i.0JK,il|i4 
^1, ja awei in eine ansfMhveni alfdapui.erMilOn wir 



(39) 



(40). 



s=s^ sin 27r . cos %a 
Fg = 17. H-is; =:»;|siB %K (f - y) + sin 2>r(f -H \)\ 

=s2ii, sin zjr ..ce* »zr.T- 
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r=2a sin 23r 4 • «os ^ 7 

' ' ' 't U> 

Vi nSa^ ma 2iv • ^ 7* 



(41). 



Also ist dns System der beiden Stralilon von en tg-egengesetzt 
elli|»tisclier Poltirisfiton identisch mit einem Systeme zweier 
li^rttdliiiig and reclitwinkli«]C zu einuDder po lurisir iea. 
tttrabl«ii TOD glcieher Pbase, aber vertchiedeoeD lDtensität«*B, wvl» 

cbes letztere wiederum einen einzit^cn c^riidlinig polarisir- 
ten Strahl hildet. Der Winkel w, den die ^'ihratiüiisrichtunp^ die- 
ses Strahles mit der Axe der uiaclii, ist gegeben durch di« 
GleickuDg * 

Folglicb macht die PoIarisalftnisebeDe desselben Strahles mit der- 
•elben Aze- cineii Winkel itf der bestimmt igt dnrcb die GUicbung 



tongWjÄ — ^ (43J. 



Aus (39) und (iO) folgt 



eos2if(--4) 

'tmni, « — ü — fil ^ * 

cos2»(-:+^> 

• • • »• 



lang 5,==^ 



cos 'In (y-f- ^) 
cos 2ä ( T-) 



litbio 



. tang n . tang ^, =^ (44), 



Hieraus scbliess^n wir, .dass din Irigonometriachcfl Tangenlaii bni- 
der Winkel stets gieiches Vorzeichen baben; ist also 



•o ist 
* 



und ist 



9 



n 
2" 



3:r 



(43). 



so ist 



9. > 
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Feroer ergibt lich aus derielbeo Gleicbang (44), 4ms das Prodokl 
der trigooometriaeh^n besclebBetoB Wiakel eoa« 

«taol ist; — b«ide •Folgeruogen vereint recbtfertiffen obige Be- 
bauptunsT, dass das Aetliertheilrhen in Folge der EinwirkuDg der 
VibrutioDssysteme (39), (40) dieselbe Ellipae Bwb eotgegenge* 
setzter Richtung durchlaufen würde. 

" Die Ricbtuog desjeaigeB Darcbmetsen dieier Ellipie, auf 
«ben .4ie bei4eD elliptitebta BaweguDgen das A«tb«rtbeil«beD nwÄ 
jedem halben Ualsvfe in deaMlbsn Awg^Bbliek« MriekUlbnB.» iü 
bedingt dorcb 

(of$i\ch (44) beakbinit dnrcb die Gleiebong 



t«iig* 

oiler ' 

. twigfl = ^=siM t4f) 



% 



mithin steht derselbe senkrecht auf der Polarisationsebene jenes 
einen gradlinig polai isirten Strahles« weicher mit dem Systeme der 
beiden Scrablen yob entgegeagesetst elliptiaebn Polwiielion idea« 
tiflCh ist ^ ^ . , 

Ist . 

so ist die ven >deiB Aetbertbeilcben besebriebeM Baba 0S) eis 
Kreis 

• Är»H-y'=«* (47) 

dBd in üiesec Vürnnssetsniig geben obige GteicbungeD (39), (40), 
(41), (49), (48), (44), (46) über in folgende: 

I7=5a sin iir (4 -H |)f sin $m (-f ^ |)) 

^3s« ees (— -I- y), ys5»»i «•» ^ (t 

' - . *. • 

V=a ,\» U{^~ h, D, ria «IT (f + 1)) 

' . . * I (49) 

^ = a cos tn — -g), yssa. cos tir (y 

TssSci sin 2it -j . cos ^=a\/€i^\^ Ijr -^=: F, (50) 

tangois + l, tsng ci>| s — 1 (51) 
tnng fi . tang ij, == -|r 1 (2>2) 
tang i2 = -|- 1 = taog w. (53). 
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•Eii^ eiofachere, aof einer Denen Analste^ be^ 
.rahende Auflösung der Sectio aurea, n^st 
einer kritischen Beleuchtung der g^wohalicben 
Auflösung dieses Problems und der Betrach- 
tung ihres pttdagogisclien Werthes. 

Von 

Herrn J. Helmes 

Profetsor au Gymn. iosephinun in Hildashaun. 



Wenn ich eioe oene Auflösung des angeführten Problenn dek* ' 
öffentlichen Mittheilung für nicht ganz unwerth erachte, so ist es 
ganz vorzüglich ihre pädagogische Beziehung, die mich dazu be- 
stimmt, lu durchaus keinem andern UnterrichtsEweij^e ist das 
•Lernen neHnt^ das Brwnrben wmi Sneliea, im- Gegenmine 
Erworbenen, Gewonnenen, sn sehr Hauptaufgabe nnd Zwecke 
ttls io der Mathematik. Sie mag wohl ihre edelste Bestimmung er* 
■ifiilU haben an dem ehemaligen Schüler, der nun später von ihren 
Resultaten nicht mehr behalten hat, als der erstarkte Mann noch 
nncbmmcben kann von den kunstvolleo Uebungsstüeken, die aeinen 
Körper in der Jugend bildeten. Allee ffeisti^ Zndinn Ton MM 
4m Sebiilein, nUe Lust nnd Liebe zur Saebe ist durch solche Anfi. * 
Ütkasung ihrer Aufgabeu bedingt. Kurz ist ja die Freude des spie- 
lenden Kindes über das fertige Kartenhäuschen, und überhaupt 
nur möglich, wenn es sich selber das Werkchen bildete; aller gei- 
•tige Gewinn nnd edtora Gewöhnung liegt in dem sinnigen Auf* 



htm; Wieder •Abbrneb nnd Zeratöruoff sied des Siebt 
Sede des Spieles; keiner soll jn in «en Hause wohnen. — Und, 



wie die VerbäUnisse bislang an nnsern gelehrten Schulen stehen, 
wird der Schüler der Mathematik auf ein eigentliches Feld der 
Anwendung des Gelernten nur io so spärlicher und dürftiger 
Bnechrinlcnng geführt, da» dien die MIm der snneini ForMldte 
uicht entgelten könnte. Denn woM lobet ilun die'Ledlre den 
Classiker die schweren Anstrengungen seiner graniinnttsdben' Sie« 
dien, nnd gibt sa auch der gelernten Sprache einen neuen, 
hohen Werth; die erworbene Kenntniss der Geschichte benutzt 
jede Stelle, jeder Augenblick des Lebens: aber die Werke , die 
jener andere SpMielM, der Mntbenuitik, genohrielieii liedy dle-Ge^ 
der Meter ned der Hieueeli» weedee nieU eer Um eef^* 
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gefchlaffen, htteliBtens Bracbsiiicke eioer Vorrede mit ihm dardi- 
ucfastauirt. ^ * ^ 

Wünsriiten wi^ nun gicicbwolil von ganzem Herzen, dass auch 
in dieser ßezichunff das (lymnasium seine (r«'uen .ScIiültT tier Mu- 
tkemutik hesser kelubuen, uuU ihnen in den iulittUsreicben ^»ätzen 
der PliTsik uod BleneDtar-Aitroiieeiie eben lo ecboo und uover- 
mslicb die bedeotUDgiTolleo Eeanltele jeper WiBseDichait «ne 
Herz fesseln mö^e» als in den scliönen Sentenzen eines Tacitus 
nwd Virgil*« die trivialen Lehren der ^ramin&Tik : so liegt doch, so 
lange dieses nur IVoininer Wunscli noch bleiben luuss. viel^ Trubt 
In der bcsondcrn Natur und ;iusp;ezeicbn('len HcsriiafliMibei^ der 

.«atbeamibebeB l^bvee, vcrmKge >B«lebH> sli'.toer elMn «ndm.lli^ 
kcoiitliisscn für die btutlirctidc Jugend Zweck an sich zu sein 
geeignet sind. Sie sind ja die naiüHicben, nitfliwendigen, überall 
sich gleich ergebenden Bewegunjieii des gleichsam wie körperlich 
aus l^ebensorgancn zusuuimengcKetzt zu denkenden («eibtes auf 
. einem grossen, fast von uticu Dingen durchwachsenen Felde der 
Grössen und Grössen -Verbältnisse; die eigentbÜBlicbe» dnrcb die 
Natur des vernünftigen. Wesens eelbst vorgeschriebene nnd* be- 
dingte Kntwirkeluiig jener geistigen Kratze, deren jjleieben und zn 
gleicher Krnrbt treibenden Keim der Srliöpfer in das Wesen des 
Menschen gelegt hat, und dur in verschiedenen Menschen nur 
den verschiedenen Uoden gefunden haben kann. Aber daraa 
noss alles äussere Zutbun dieser Bntwickelung auch jene organi* 
sehen Kräfte benutzen, nur sie anregen und nicht gleichsam durch 
Linie und Maschine Hand und Fuss de<^ eingeschnürten und fcst- 

f gebundenen Kindes fleissig bin und her bewegen wollen, wnn 
etzteres gehen und den Gebrauch der Hände lernen soll. Aiire- 
ffung der Selbettbfttigkeit nad Leitung derselben auf die 
Wege, wo sie in leiebtester, kaüirlkbater Folge den aar aocb ve^ 
iteckt liegenden Schatz des eigenen Geistes • Magazins auffinde, 
ist die alleinige Aufgabe des l^ebrers der Matliematik^ dem aisdnnn 
sein Schiller verpnicbtet sein muss. und wenn er von jenem Schatze 
seihst auch niemals ferner den mindesten Gehrauch machen kann, 
■eadara.aicb nur des n el bea ' bewuast ^pwerdeuj «iob Im dieaea Tbes- 
len. seines geistigen Reiches aar osieatirt hat. KuraV dieae far.- 
.Beeile Bildungskruft ist ein auaseichnender Vorzug des mathema- 
tischen Unterrichts; kein anderer ünterrichtszweig , selbst der der 
zum Kigenthumc gewordenen Mutterspraclic nioitt, kann sich darin 
mit ihm messen. Undj wenn ihm darum zu einiger Belohnung da- 
ftr.*eiaa sieb sa aftcbtig aufdrinseade Brweiteraeg maierlellrr Aa» 
weadaag angelegentlichst zu «Sasebeo- araiea aa aiasa doch vor- 
mgSweise jene Seite seiner Kchandiung dem Gymnabium zugekehrt 
sein und bleiben; aller Werth mehr auf die Art des Lernana» als 
auf das Gelernte selbst gelegt werden. . * ' . 

1 . Die»c lund ähnliche Beiracbtungeu, die hier weiter auszufuhroti 
iwbüwabl der. Ort ist« «ii[lsn der fislgeadea BalimkelBag^ diäMl 
übien hervorgegangen ist« ibrea Werth bestimmen, und dea Huu|it- 
zweck derselben in \ oraus andeuten. Sic betrifft die analytisebe 
Betrachtung der altern und die eitif.iciicre Begründung einer neuen 
Auflösung eines geometrischen rrobleras. wodurch diese Auflösung 
ür den . 8ckilar afes den Geheimnisse fremder t£rfiodung uad Abs* 
biiduag in jdea Kreb eioener» klar bewaoater 8elbattbiiigl&ait hit' 
ttbergaadges» «od; gleieMaia. eia* fireauleB Pataat^alia KigafttbMfs 
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mÜ« abgtltttt ipM9»^nd9B.uIlei*'. taar die ABalvte itt es, die 
4MB gefceiflie SchttMi 4ee fre»dca Geietee ewehaeMt» md 4tm 
ümmutm die ireieB<.<iUB«a eiMMt. . " 

BetrachtUDg der äUern Aefiöaung. 

Unter den manntchfacheD Tbenuna^en der geraden Linie, die 
schon bei den Alten zu den vorzügliciicn Lieblingsspielen des Gei- 
stes gehörten, wurde doch eine gar bald eine nothwendige Sprosse 
•cBoo In der nntemten Leiter, die nur Tom allertieftteo Gruode 
der Wissenschaft aus in die nächsten Böhen des systematieehen 
Gebäudes der Geometrie auffuhrt. Wenn andere solche TheU 
lungen, als da sind die Sectio spatii, Sectio rationis etc. durch ge- 
legentliche Aufsahen veranlasst wurden, so trat die Sectio aurea 
als gebieterische tordcrung auf, sobald man nur den früh und tief 
ant& Im iSystene der ttletnentar- Geometrie lie|fenden Satz: „Um 
jedes regebndssige Vieleclc lässt sidi ein ICreis beschreiben^^ zu 
dem Probleme umkehrte: ,,In den gegebenen Kreis jedes regel- 
mässige Vieleck einzuschreiben/^ Denn derselbe Geist der Ana- 
lyse, der uns hei Betrachtung dieser Aufgabe für das Sechseck den 
Radius als Seite bestimmt, fordert fiir das Zchneck das grössere 
Slflcl^ des. qach.ddr i^ecCio anfeiA jgjetheilten Radiiis*^, . Pjid.lei^c^ 



•) Denken wir uns die Seite JB (Taf* !• ^''g« frefunden, und Tom 
Centru 0 des Kreises, nach ihren^ Endpunkten die Kadien gezogen, so 
/ iii tn diesem (cbirakteristisclien) j^leicnschenknchen Dreieck OÄS der 

Winkel am. Scheitel) ^a-T^ess -r-, mithin die beiden Winkel an der 

Basis sassiHMi«madn<ii »«tje^— ^«^H^lMjeddrgWeh^, d.k 

doppele so gros^ als ^ im 'Scheitel. * ' ' 

Obgleich nun die Elenipntar- Geometrie ausser dem pythagoraischrn 
■Lehrsatze, der $ich nur auf das recbrwinklicbe Dreieck anwendet, im 
Allgemeinen kein IVlittel besitzt, die Verhältnisse der Seiten eines Drei- 
ecks aus den'Vwrliiltnissen seiner Winkel zu bestimmen, so lässt uns 
doch die ganz ausgezeichnete Natur der Winkelverhältnisse im -vorlie- 
genden Falle den Versuch luacben, etwa durch die Bediugun^jen der 
Aehnlichkeit iinter den Dreiecken, die sich von dem gegeben leicht. und. 
naturlich ableiten, solchen Verhältnissen nachzuforschen* 

Halbiren Tvir ntir einmal den ^ so erkennen wir augen1)lick- 
lich das gleicfaschenkliche Dreieck ADB.» worin ja ^ dz= o-^y 
t^tfi^yssßeö dem IpuMm OAtt (wegen €leiehbei« mr Winkel) tror* 
. ans sieh: . / . .. 

. .. . . ' . , BD_BA^ : . . , . • 

BÄ BO 

oder in Betracht, dass, weil sowohl Dreieck ADB als auch A<d9 nach 
der Construction gleichsehen kl ich sind, und darum 

• • Aß^AD=iOp . ^ 

ist, , . . ' 

OD Oß* i , 

d. lu, da O0sdiA9'ivaiV<le Seite des- Zchneeln ist das gfosdue Sliik 
des w mitUeren vaA aaatma Verhaitnisad geihsiiflro 



«IftielNroU 4i&ä 'AiklMM ( IVs II.) -«ife «Mm müm 

(•Bg xanäcbtfc auf das FünfMk, Ii» fukrt dieser dennoch durch den 
TOrbereitendeo, begründenden Satx IV. 10. wieder gtaAt auf das* 
selbe Problem zurück. Wie findet eicli Bau diese Anfgabe siierti 

und bei Euklides selbst gelösetf ' 
Die beiden, scbeiobar gaus U9abbäoM|f9i| und in d^.BÜttell 
aebr veitcJbiedeDen A«tikmD|^eD» di<) eieli in den BleiQ. II, 11, und 
yi. 30» findep, beruhen gleichwohl auf einer und^ defs'elben Anv 
lysc, wodurch, die ursprüngliche Aufgabe auf ein und dieselb« 
näberliegende zurückgeführt wird; nur dass jjur Auflösung dieser 
letkt^rn denn in dem Zusammenbanga> Netze der ma(hemati8chei| 
WnbrIieUen . von dem übrigens schon nfihe am Ziele liegende! 
TrenniiDge« i|nd AbgaD^spqinJkte ans mt Terfcldedene Wege ge- 
wühlt werden. 

Eb dient, gleich hier zn bemerken, wie diese Analyse nicht auf 
die Aufgabe, wie wir sie bier fassen, unmittelbar gestellt ist, son* 
dern auf die Constructioo von Flächen,. namentUch Recbteckei^ 
über den fraglichen Tl^eilen der l^inie und üb^r ibr selbst, ans 
denen alsdann ni|r aiitt,elbar diegetnehten Verhältnisse der Linie und 
ihrer 'fbeile selbst nach apftter (VI, 14.) erörterten Zusammenhangs ' 
dieser Grössen unter sich abgeleitet werden. Es ergibt sich aui 
diesen spätem Betrachtungen nnracntlich, dass eine Linie mittlere 
Proportionale zwiscben zwei andern ist, wenn das Quadrat nber 
ibr gleieb ist den Reebteeke swiaeben diesen beiden Linien (V|» 
17.). Um die erste Form dieses Ausspruchs ganz nnbekfisinierti 
sucht Euklides also eine Linie JB (Taf. I. Fig. 2.) so zu schnei- 
den, dass das Quadrat über AQ gieicli dem Kecbtecke. über«.^^ 
und Qß, . 

AmtijßHi Sei nnn AQ ein soleber ^Pbail der Linie AM, dasi 
wirklieb AQ,*=AB , QS (wo icb der Kürse wegen diese al|;e« 
braiaebe Betetcbnung im geometriscbea Sinne gebraacbe), so isl» 
wofern über AQ und AB die Quadrate und Al^ beschrieben, 
und die Linie HQ bis K verlängert wird', Quadrat AJizis. Recht- 
tfck i^nd auf beiden ^oUe« da« gieichs ReAhteck AK addirt, 
ReeblMk ZK gleich Quadint ^A* ^ deanaeb «idUeii. als 
letetn AnCgnbe vorliegt! • 

„Eine Linie VA um ein sottet StÜek AZ su verlHngem, 
dass das Recbteck aus der so verlängerten Linie FZ und der Ver- 
längerung XH-==.XA^ gleich ist einer gegebenen QrQssei nämlicb 
dem Quadrate Aij^ jener zu verläq^eroden Linie.^S 

9iir Auflösung dieser Aufgabe>iften dem Euklides die Sfiitie, 
einmal II. 6^, und ein anderes Mal VL38., 29., dior volikomnienstan 
Mittel dar. Demnach liegen Auflösung und Beweis, wie sie zu- 
nächst II. 30. gegeben sind, ganz nahe, und sind eine unmittelbare 
Eingebung der Analyse und des Satzes II. 6.; dieselbe Analyse, 
abjer piit andern Mitteln ihrer endlichen flrfUllungy, liest uns VI. 30. 
klar Vor Augen,' nur dsis leistere «ns IresMiar vorkommen, und 
ferner zu liegen scheinen; da es wirklich auffallend erscheint, wie 
Ruklides nur zum Behufc dic^^cr, doch schon nach anderer Weise 
gelösten Aufgabe, die neue Heihe von Sätzen: VI. 28. 29. 30l tob 
der sechsten Erklärung desselben Buches aus eröffnet. 

Bben dieselbe Analyse endlicb isf^es nnn aneb, die der jetzt 
gtwrSbnlicben Ani6sn9g> ivelellB'^ttbansa mirdli Vatlängerung der 
gegebenen Unia Ürdarli ^ nnaietbnlb M Ktaiiin licfeada IMMck 



üigiiized by Google 



49r Seeante)) itm iaa Reekieclt am 4ariia vwiSüffarten LioSviii 

die VerlintferuDg =r dem Quadrate der gegebenen Linie, zum 
Grande gelegt werden sollte, damit sie mit freier Selbstentscbei- 
düng aas dem Schatze eigener Erfindung heraus vom Schöler ge« 
geben, aad ihr Beweis mit wiriclicber Verstandestbätigkeit und kla- 
l y» Dui ü iacItiwHiDg' 4er lleweiaBitlel gefilbrC*i»ef4ear kdoole. DeMs 
aadern Werth hätte ja das Ganze nicht; die Aufgabe iit 
fdrali Tor ^brhnnderten ohne den Schüler gelöst, das spätere Le« 
benr wird ihln meistens nie eine Anwendung davon absondern. 

Doch da zeigt iticb ailermeistens eine UDverantwortlicbe Lücke*, 
«■^7 eis attvernättctter Spl-ung^ in* 4er- cewdbnliebe» Behandluiig. 
4i«Ber Aufgabe; Maa jti^t ieheiiibar den TIrsproar einer 4kt€h He* 
trachtuaif i^rklicher Fläekeit flod' ihrer Verhältniise vernriiteUea 
Auflösung auf, bat' es mi^ blossen Zahlenwerthen von Linien zu 
tbott, und ahmt dennoch in den sie betreifenden Sätzen und Glei- 
ehangea alte Operatianeo- von Flächen • Subtraction u. s. w. nach, 
4m -mm 4mfc NielltiflMlMrireraiklalt wertfea, als 'durch' ein' vages 
ProbieMi, dikrch welche der vi^es' möglichen Proportions« Ver> 
niMdlangen, dividendo, addendo etc. äm leiehtestep dtti saiHit achott 
lakannte Ziel erreicht werden könne. 

Ich will mich näher erklären. Entweder sollte man bei Be« 
trachtung der vorliegenden Aufgabe ausser allem Zusammenhange 
mit FüleMir, ana d^riea* sie Bnkndai erst folgert, reia« ad VerbKlt. 
■iaäe von Zahlen denken , dnrch welche die Theile «hier' Linie 
4ar|^e8teIIt sind: und dann würde auf die Auflösung unserer Auf« 
gäbe der bekannte Satz von der Tangente freilich in einer ganz 
aadiess' rermittelten Analyse angewandt Werden ; Auflösung und Be> 
Wala nfmKni* gaM aadera werderi, icb gladbe c&en-' die, n^lehe leb 
glclcb ontenr «s dW nlöglicbst einlachen in - dieseai' Siaa« tai* OaT- 
stelluag bfingMa ."ll^rde. Oder .man halte die der gewötinlichea 
Auflösung zum Grunde liegende Vorstellung wirklicher Flächen 
auch durch die Behandlung der ganzen Aufgabe fest, damit 
der Beweis ein Ausfluss der Analyse sein, und daraus verständlich 
iperdea kVMMb- 

Denn eine tranz einzeln dastehende Constructi(»n' dei' fi^ilioK 
leicht sich ergebenden algebraischen Ausdrucks für * dcu' |(rdltf4n 
Tkeil at der ao su- tbeiienden Lioiej des. Aasdradis - 

« 

die also nicht die prnnze Secnnte, sondern vor den bis an's'Cea* 
trom reiclienden Theii derselben benutzt, wie sie sich in einzelnen 
LehrbUciiern findet, halte ich für durchaus verfehlt, da der ver- 
meiotlicb geometrische Beweis alsdann nichts als eine reine Auf-, 
IdsoDg einer Glelcbaag dareb riele Hiltelstnfan biadnr^ iai', obn6 
daaa ^r Miller^ aicl dab kdtenten Getfankeba bewusat: wbrden 
k§nne. 

Es wird uns nun bei letzterer Art bei weitem leichter und ist 
dem Standpunkte unserer heutigen Geometrie weit angemessener 
zu beweisen» dass die Tangente die mittlere ProporHonale zwischen 
ai a» w. aKiy daa wirkKeb ober der Tangente eoaaniiirt« 

^nndrat gleich sei'ffeai'Bechtecke zwischen -u. s. w; Darum mög« 
man immerhin diesen und ähnliche Sätze in ersterer leichterer 
W.cia« ableiten^ laais daaa aber,, nn ihn zn einem angemeaseaen 

2* 
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hiDge sie nncli der obigeo AMtyae gescbeliea^-ist, ihm anoWiM 
andern vollen Gehalt zu gebm suchen, durch welchen allein er ge- 
eignet ist, der so gegebenen Auflösung das Fundament eines durch- 
sichtigen Beweises %a gehen, ho wie darum Euklides durch VL 
14. lo. 17.'«« a. L WIM liliketii m tob» Fliellmi bewiiMiai 
^tien attch «Hase andiera Bedeutung und Geltug ton lAamm «aA 
ihren Zablanw^then gibt, und somit seine lange vorher gegebelM 
Auflösung Blem. II. 30. erst durch solche ausdrückliche Erweite- 
rung für unsere so gefasste Aufgabe: ,,Eine Linie stetig zu tbei- 
len** gelten lassen kann (sieiie andere Auflösung VI. 30.): so wird 
magekelirt. für uns, die wir aolcba und fthaliclie Sitae eller 
lieber ülier L4nien und ihre Zahlenwertbe, als über die an iliBea 
aonstruirten Flächen beweisen, die umgekehrte Erweiterung nöfbig, 
wenn wir unsere Sätze für Fälle p^ebrauchen wollen . denen solche 
von wirklicher Flächen -Construction entnommene Analysen zum 
Grunde liegen, d. h., auf unsern Fall- angewandt^ so lange wir Mi 
der obigen AnflüsUBg Ueibeiu Allea das leistet s. VLM% Ali der 
Baweiafilbraag . wie sie sieb bel>Grunert Geom. 392. durch dis 
angezogenen §§. 372. und 386. vervollständigt findet, während bei 
Ohm, Legendre und Andern der Beweis durch eine gar nicht ver- 
mittelte Anwendung der Proportions -Verwandlung aus der reinen 
Aritbrnatik in aeioer Lelebtigkeit nnd NatSrKclikkit getrübt, seineas 
Crqimnge, entfremdet wird. Dort ntaait n^irkBcli der Satz: „Die 
TaogeDke ist nittlere Proportionale u. s. w.** nach §§. 372. und 
'386. auch die zweite Geltung ant .,l)as Quadrat über der Tan- 
gente = U.S. w.'^ und ist in dieser Form erst g^eeignet, den Beweis 
der so nach der Euklides'schen Analyse gegebeneu Auflösung zu 
^filbren. Denn d«» wir statt dea KuKlid. II. benotateii Satita 
der Auflösung den obengenannten mit Euklid. III. 36. übereinstiai« 
menden, doch ganz in Ii. (). beruhenden und daraus abgeleiteten,- 
also eigentlich spätem, anwenden, kann keinen Unterschied im Be- 
weise begründen, der ja lediglich von der Analyse, die in beiden 
Fällen dieselbe ist, abhängt; und ist nur daher gekomaiett, daaa 
wir diesen Sats ▼an der Tangente, der vna hi setner arithBeti- 
aekan Forai so leicht und wie von selbst hervortritt, durch eine 
ein und für alle Mal abgcthane Betrachtung über die Identität der 
arithmetischen und geometrischen Geltung solcher Sätze, viel be- 
quemer in den Inhalt des II. 6. als einaelnen Fall bineinbringen, 
ala dasa wir diesen Sats II. 6. in aeiner ganzen, una übrigens mehr 
gleichgültigen Allgemeinbeit fest kalten. 

Nach dem Vorhergebenden würde demnach, wofern man sich 
An die Euklides'sclie Analyse kielte, die rallitäadige Aiiiö* 
sung dieser Aufgabe folgende sein: 

Analyse wie oben. 

Alle algekraisekeB flilfaailttel (Meier Hirseli» Geam. Au%ek 

S. 120) dieser Auflösung verschmähend, würde ick zu der darauf 
egründeten 8ynthese also fortgeben: Es ist uns eine Linie be* 
annt, die Secantc, so bescbatlen, doss das Rechteck über ihr und 
dem ousserbalb des Kreises liegenden Tbeile von ihr, welcher also 
die fragliche Verlängerung werden' mess, =r dem Iftuadraie einer 
Ten ihrem Kndpnnkte iin«flrehendeB Tangrnte. (I>enn sn dfirfen wir 
nach den nhengestellten Forderungen des Unterrichts den bekeiift* 
toe,.fiats der Xaogaate. euiApreckea.) Biaae TangaBto ist ie im« 
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■mi Falle gleich der xn verlängernden Linie, d. b* a]80»,d6W IB- 
verbalb des Kreises liegenden Stücke der Secante, die, um das 
Stück 80 tür alle Lagen constant zu haben, nur durch's Centrum 
SB geben braucht, und zwar eines Kreises« desseu Durchmesser 
jeaer .Tangente gleich wäre. Woraus alcb «ogeDblicklieh 
ifpMB«IMid in allen ihreB Theilcu die bekuniite, gewöhnliche Auflö* 
aoDg dieser Aufgabe ergibt. Der Beweis^ der hier natUHicb also 
immer an Flächen und Uecbtecke zu denken hat, wie sie die Ana- ^ 
lyse schuf, würde ganz nach §. 392. bei Grunert zu füiiren sein, 
bd4 bo erst Uinbeit in die Analyse, Synthese und den Beweis ge- 
Vracbt sein. - Deonecfa loheiiit 'Bir die Aufgebe ueeb den jetiigea 
Steodpnnkte unserer Ceeaelrie, eine ettfemcneBere und leichter 
Termittelte Auflösung, die njimentlich von allen Torgängi^en Flä- 
ebenbetrnchtungen unabhängig wäre, zu verdieoeo, der icb durcb, 
folgende Betrachtungen gelange. ' 

Neue Auflösung der Aufgabe. 

Analyse. Es bietet sich ganz ungesucht und leicht irgend 
ei De in mittlere und äussere Verbältnisse getbeilte Linie dar. 
Dieae benutze man alsdann nur, um nach dem ganz elementar- 
bekeButett 'VMbreB (Sukl. VI. 10.): * „Elpe Liste ao eder ia deu 
VerbiltBHsen zu tbeilen, wie eine eadere getkeill ist,'* des Pre« 
blem augenblicklich gelöst zu haben. Jene so zuerat in mittlere 
und äussere Verbältnisse getbeilte Linie geht aber auQ;eublicklicb 
in der Secante (BJD) eines leicht bestimmten Kreises hervor. Da 
oimlicb die Tangente lile Biitclere ProportieRale swiechen der gao- 
BCB SBcaute u. s. w. ist , so brenebte die CkiostruetioB Bur so bb« 
gelegt zn sein, dass die Tangente Immer gleich wäre dem iBBer» 
halb des Kreises liegenden Stücke der Secaote, danit letstere ver^ 
lenzer Maassen gctheilt wäre. 

' Wählen wir darum, um auf die einfachste, sicherste Weise eine 
SO üBverilnderKcbe Crosse des innerbalb des Krebes liegendeB 
StDokes der Secante für jeden Fall zu gewinnen^ die durch's Cob* 
trnm gehende, deren innerhalb des Kreises liegender Theil alsdann 
immer unveränderlich gleich dem Durchmesser des Kreises ist: so 
brauchte man also nur zu einer beliebig als Tangente angenomme- 
oeo Linie (AB) einen Kreis, dessen Durchmesser gleich dieser 
TaDfceete zu eonstrairen, von dem andern nicbt an Kreise liegen« 
4eB Bndpuukte (B) dieser Tangente eine Secante dnrcb's Centrum 
zn ziehen, so würde diese in dem Punkte (C), wo sie den Kreis 
zunächst schneidet, im mittleren und äussern \'erhältnisse getheilt 
sein. An diese, in geforderter Weise getheilte Linie lege man 
. BBo die zu solcher Tbeilung &u%^ebene Linie; und verfahre uaek 
4er kekBBBten, ganz elementar- geläufigen Weise, diese Linie aaek 
Art der andern zu tbeilen. Um jedecsk nicht ein abermaliges, neues 
Anlegen unserer zn tbeilendeu Linie nöthig zu haben, wird es 
zweckmässig sein, eben sie selbst gleich als jene sonst willkühr- 
licbe Tangente (AB), die uns nur überhaunt zu der so getheilten 
8ecaBte verhelleB tollte,. zn beantzeB, nna es wird sieb demaaek 
4«i»us folgende, all die sweckadtssigste, darck d|e einfaehe Abb- 
Ijae begründete Auflöiting herausstellen. 

Synthese: Auf dem Kndpunkte A (Taf. L Fig. 3.) der zu 
theilenden Linie AB errichte man eine ^AO:=z\AB\ beschreibe 
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•nt O mit dem Radiui O^i einen Kreil; .siek« vob dwreb'i 

trum 0 die Secunte BD^ (die demnacb in mittUce ond äuwere 
Verbältnisse getbeilt ibt, da ja BJ*=CD^ (CoDstr.) == BC . BD); 
verbinde aisdHoo JJ mit Jl, und ziehe eodiic)i aiia C die l^inie 
CEJH BAt M »nrd j« Mftirilfi MA ifN MD^ 4. Ii. flb«ir«ltt » 



BE 
AB 



= ^ oder ^1^3=4^. JMiat 



Wollte man selbst die sicherlich früher jnorg|Bjk^PUipne AvIlfipM^s 
.«Eine Linie AB in dieselben Verbältoisse zu theilen, wie eine 
dere DB getheilt ist,*^ nicht als bekannt voraussetzen, so würde 
aicb demnach der ganze Beweis in zffre^ ji^isi^ j^f^ 
fassen lassen: 

a) BD ist in mittlere vod iuseere Ferliiltiiine gethcilt (lehoe 

in der Auflösung: selbit nnticipirt). 

^>%='Wv (^^11 ^^) = ^ KBD iit ^ »eil der leet. 

wir, getheilt) (C^U DÄ\, • * 

Doch dieses Beweises musa es dieser |$l|e|U[9 4^ Geemetrie 
durchaus nielit »ehr hedürfen und som^^ d^ gW*^ Auflösung w^ 
ter nichts sein, als eine spezielle Anwendung einer längst bekann- 
ten Theiluog eioer Linie nach einer andern, die in unserm Falle 
die iSigenschaCt besitzt, welchia wir den XMM^P ^dern geheo 
wolleB« B« m» «aeli M der apder^« aJlgenieiB j^bfieiien, Af^^- 
song 4icseB Vrohlems der Umstand, d«l(P d|e Secante BD verlang- 
ter Maasaeo getlieilt ist, das Haqptmofien^ des lie^ejses liergiht, 
SU glaubte icb dasselbe durch obige Auflösung, die eine blosse Ver- 
bindung dieser neuerkannten lüigenschaft der Linie BD mit einer 
eUerfrübest schon gelernte» Convlrqctioff, di(9 Theili^ug einer, Linie 
nneb Meassgabe einer endem MreffsMi Ml« 4«r IIipi^ft^llifrMI^ 
, der Krkenntuiss, und klnrpr» selbetbewuss^er Plir^seli^finng.» 4^ 
doch immer ein Hauptaugenmerk des Upterricbts sein sollten, 
etwas näher und gleichsam auf das eigene Geriet des Schülers zi^- 
riickffefiihrt zu haben, wo er piijt wehr Mutb upd Nelbstvertr§|fff 
den reind des schwierigen VerliiUtD.ine« |ingr§i£t ^4 V^'^^^t • 
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III. 

Ueber einige durch bestimmte Integrale sim* 

mirbare Reiben. 

Von V 

Hcm Dootor O. Schlöm fielt 

zu Weimar. 



f. 1. 

Die Cntertmcbaiiff übe?. 4it SnuMB ^ßrnmn Eeiitn- 



in ivelGhem p eine beliebige Grösse, n eine ganze positive Zahl 
bedeutet. Man kann denselben entweder aus der Theorie der 
GammafiuiktioneD ableiten, oder mittelst einer Reduktionsformel 
«■twiekeln» wobei lick 4ie SftduiVBg lekr etefaei folgeodmiMaMi 
gMtaltet El iil ladi einer bekannteo Forael 

■ 

Mglich fiBr «=1 «i|4f«si> «s=sO: 

DhccIi wiedcrhalU Anweadnog dieser Fomei erk&lt mo 

Vir sslr-« wild aber 



Digitized by Google 



^ 2A 

m 

Für x==;l— geht dasselbe io daa iuigeuüe Uber: 

nil .weoB.naD ooch liir ii^ — ri'iüK^ -MUti -so ist ' 

Wir wttUe'n nun der Kfirte wegeii 1 . 2 . 3 . • • »it ü' bcseicboeB 
und haben' Jetit: 

k 

Ig der so eben entwickelteo Gleichung setzen wir der Reihe 
nach'/; + ^> ^H-»^> ;^ + 3/n u. s. w. für wobei m eine ganz 
beliebiffe Grösse bedeutet, und addiren alle so eoCsteheiiden Glie- 
der, &» erste (l) mit gereebnet; auf der ^reebte« -Seil* • ertebnini 
dann die Reibe 
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«■i mI dir Ilii1i€ii, all Smae denelben, eine Rei1l€ tob InUftmm 
iBBf mich« wegeD der gleieliM Int^ationsgräozeD in eiD einsigwi 
inffikuti wvnlM köniifB ODd swar io das folgende: 
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Der Werth dieses Idtegrales ist leicht zu finden. Eatwickelt jim 

nämlich das Binom (1 — a:)** und bezieht die Integration auf jedet 
einzelne Glied, so wird jenes Inte<:rral in die fuigenden zer- 

legt, deren CoefQzienten . . . «t« die Binonialcoeffizien- 



nm auch und m lem nSgan, lo läüt nck. doch jedes 
seine Integral durch die gakdrig« SnbililatioB eiacr naaea Varia* 
darliebea auf .die Fora 



bringen, worin /* und y ganze positive Zahlen sind. Man kennt 
aber den unbeitimmten Werth eines solchen Integrales, folglich 
auch den zwisehea den Gränzen und 1. Die Aufgabe von der 
Suauairung jener Reibe iit dabet vallatiBdig gelöit ia der Z^'" 
ebnag: 



■r. 
I 
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9^ 
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derea lioke Seite uoeadlicb vi«le, d^reo rccbtt aber Uom m+1 
Glieder entbäh. 



1 
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Im AUgemeiDCD führen ^ Mgedeuteten IntegratioDen anf 
Kreisbogen QoU Logarithmen, fiir ot = 1 aber auf eine algebrai- 
sche Grösse, lo diesen Falle gestaltet tick das Integral (3) ein* 
facber so: 



dessen Werth man ans Pomiel (1) «rbält, wenn nan m^l (Ar m 
setst; derselbe ist ' 



(*-!)• 



I 



1 



^± 

Also beben wir, in (4) osssl tiefend. 



0 a • 



1 
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I 
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'S 
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+ 



+ 

+ 



Summe, , welche schon bekannt iit und auch auf elementureiVk 
Wege ermittelt werden kw». 

Für «r^l werden oft die einzelnen Integrale in j^^^^ 
lieb nneoillreb» ivas natilrlich Dicht biedert, aaaa ihre Dinereoten 

endliche Grössen sein können. Diesem Cebelstande hilft man bei 
praktischer Berechnung^ spcciellcr Fälle sehr leicht dadurch ab, 
dass man erst nllc Intpcrrationen unbestimmt ausführt, die gefunde- 
Ben iogarjthmiscUen und Kreisfunktioneo so weit als möglich mit 
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einander verbindet und erst 4aM s«r Sabititatioii der 

0 und 1 schreitet. 

Z. B. für /?=^ « = 2, » = 2 ist 
» . ■ • 

I . 1 . 1 . 



1.2.» ■ • 5.il.7^ 

Integrirt nan auf der rechten Seite tabeithent, le ergiebt eieh 

eia Audnick, der neh in den folgendea BieniBeBsieliett lint: 

und daraus folgt für « = 1^ «rssO: - 

Aoderweit beaerkeBewertbe Eenltite erbilt mb fdr mssi% 
it=:2 und p^i% m=%^ «essS, Bfteilieb die folgendeB beidcB 
Reibea: 

». 1 , 1 . 1 . .-V 

4 '~'*"-2.».4 ■•■4.».« "^e.?.»"*"*" ^'^ 
le 8 — I it. 5 "■■5.7.» ■■"».11. «■*"••• W " 

f. 3/ 

^ Eben so leicht findet man die Summe einer Reihe , deren ein- 
■elae Glieder die BSnlicben wi^ der in (4) siod, aber ait weeb* 
selnden'ZeicbeB fortgeheB. Es folgt Bämlich aus (1), ^enB biob 

daselbst p-^-m^ ;; + 2ieo u. s. w. für p setzt und alle so entäteheB- 
den Glieder, die Formel (1) ein<;2^erecbnet, mit wecliselndon Zeichen 
tnaamn^eDnimmt, dass die Summe der fraglichen Aeihe gleic)i sei 

1 r»i 

Entwickelt man wieder das Binom (1 — jpy* und iotegrirt jedes 
ciBselBe Glied, so gelangt ibbb la der* CHeidM'gr 
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sr 
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V .1. 



Beperkeaiwerthe. spezielle PftUc ■rad i. B. für 
dana der Reilie uek für ^ = 1, |^=:2, 



lüaSf'iiraS md 
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(10) 



T v — 1.2.3 ' ».«.7 

iL _ i. 1 1— -I 1 

. 4 4 2.3.4 4.Ä.«"^i.7,« 

i. L_ /V^dtJi— ^ L_ _4 

8 161/2 V^2 — 1^'"~|.»,Ä ,.».7.» "^fai.W 

t^ntwickelt man in jedem der Integrale der Gleichung (9) den 
Bruch , in die Reihe' 1 — o. i. w. und iitcgrift 



jedes einzelne Glied, so findet man, dtM B*i^ •■ck Uter 
folgender Form dargestellt werden Jmub; 



n' > 

_2i /_! 1 

(-1 ! 



' 1 



p+2^2m ^H-9^lM 



■I-..-.) 



welebes eine algebraische Zerlegan|f Jener fteÜM iil. 



*• • 

Ijlan kann das bisher befolgte T^ahm noch fernllgeiieiBeni 

und auf jolche Reihen ausdehnen, welche nach 4en iltigeBden Po- 
tenzen einer hclichigen üauptgrösse m fortgeben. 

Man setze näniiich in Porme! (1) der Reihe nach pzr^p^ 
p-^mf p -f- 2«! u. 8. w., multiplizire die entstehenden Glieder mit 
1, «f, m* n. 8. w. nnd nddire ne, so-iAtakt auf der einen Seite dio 
Reibe 



Ül 
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1 1 j < 1 
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+ 
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+ 



^ + 
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-V + 
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' I 



-8 

+ 

■ + 



. . + 

+ 



• . I 



'■I *•» 

A\ - i I' 



I * 



• ■ . ff * 



i .♦ 



. I 



und anf der auUereu Summe derselbeu di^ lotegr»! 
TbcülV. I 
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wetcbet sieh wieder In folgende Reihe seriegeii llwt: 

Eio aUgemeioes Glied aas dieser fleibe ist 

e 

' 1 

und gebt durch EinfübruDg einer neuen Veränderlichen %=zu^a: 
iu daä folgende über: . ^ 

welches nach den gewöhDlichen Regeln gefunden werden kann. 
So hat man z. B. für m=1, » = 2^ U^) >'>'<^ (^^) 

1 . w . «• . 



1.2.3 ■ 2.3.4 ■ 3.4.5^ 

für «siMP werden die Integrale 

Dnrcb Ausfuhrnng derselben erhält man leicht, sobald der ehae- ' 
Inte Werth von u die Einheit nicht ttherateigt. 



3 111 (.-1)',^ (4.1=. = -1).(16). 

Ist der absolute Werth von tf^l, go divergirt Jene Reihe und die 

Integrale werden unendlich gross. 

rnr t» = l» t#=5 — 1 entstehen die Keiben 

T"l.2.S"*"2.3.4 "*",3.4.5 ^^'^ 

^■"T ~1.2.S 27371 "^3.4.5""""' 

wie sieb aus den Gleichungen (5) nod (9) ehenfalla findet» weon 
man es z= 1, a = 2, /» = 1 nimmt. 

«. 5. 

Auch solche Reiben, die nach den Cosinus oder Sinus der Viel- 
foehen einei Begens fortgehen nnd deren einzelne Glieder Coeffi- 
kienten der bisher betrachteten Fora haben, iLttnnen davih die to- 
rige Methodn.«MMNtt werden. » 
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Man setze wieder lo <1) p-=sip, p-\-m, p-^%m u. a. w. und 
lüDltiplizire die entslehenden GJcicliungen mit 1, cos v, cos 2f u. 
8. w. so giebt die Addition aller nuf der ciaeo Seite die Reihe 



+ 



+ 
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+ 
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+ 
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Diq 
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«ad aiif 4ar «»tojiB 4b Sawiio d«n^b«B 
Die eingeklMiBeffte Reibe kann Mitteilt 4er bekranten Foneel 

1 — r cüs V _ . «w^«« 

i-2r cos y^y.» =^H-*'C«>»»+^*cee8»H-....., -|-l>r>— 1, 

summirt werdeD^' und danii gebt jenea Integral :fib rssd^ ia 4aa 
folgende iibir: , 



y. (30) 
-a 1 — AIM CM tr . 
0 l-9»->^v+^ *»d»^A 



wodurch die Summe jener Reihe (10) dargestellt wird, iodeai 
Mittel besitzt eioea Ausdruck von der Form 

zu iategrlren. * 

Eben so leicht erbält man au» Pomel (1) 
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• II II ^ 
■s" IT + 

+ i- 1 



3 



D 



t. • + + 



+ 

1 s 



+ 



09 



+ 



90 



+ 

+ 



+ 
9 



r 

+ 

+ 

. i 
+ 

3, 



5' 



+ 



wobei die- eingeklomnerie Reihe naeh der Pomel 
1— eos r+r» ^•'-t-^' «n 3c» 



ab 

tunmirt wtri/to kaop. MaD erhilt 

»Tt/o l-^2ii* cos t^-f-j;*» 



sin »' 



— fiEür» /•*__£^=1^__« ^ i- U22) 

womit die Siubim der fteibe (21) gefindeto iat 
Für = 1 iit s. B. 

^ sin «; . sin 2v . sin 3i/ . 



1.2 • 2.3 ' S.i 

.rdx 



— WB ^ i — 2a; cos v-i-x* *^t/ o 1 — 2ar co« v-f-ar» 

"~ SIII 0 1 — -i^' f -f- .r* 

Durcb ADwendimg^ der bek^miten iDtefralfprmel 
erhält MB hieraui 



sin V sin 2f sin %v 
"kT 2.3 3 . 4 



= -2- [(Jr— r) tan y — iff «b y)]. 



(23) 



Zwei spezielle Fälle der obigen alle^nmciDen Formeln, wenn näm- 
lich m=in und m-= n-\-\ ist, iiat Herr Dr. Stern in Crellc's 
Journal Bd. 10. S. 209 entwickelt. Kr geht von 'Zericffunffen wie 
die in (13) aus, die er durch luduction liudet uud uiittelst der Ber- 
nottlKschen Seblnssreibe verifbirt; Diei ist gerade der BBgttkebrte 
Weg, welcher indessen nicht so kars nad allgeneiB saai Ziele 
führea dürfte als der obig» direkt«. 
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IV. 

' . • 

Ein Beitrag zur Theorie der 'Auiiiittelmg des 

Kennzeichens, ob eine Variation zweiter Ord- 
nung positiv oder negativ ist, oder weder als 
positiv noch als negativ gelten kann. Gelegen- 
beitiieli ist dabei j^eitrai; zur Beurtiieilang 
der beiden ymä Enler nnd Lagrange gegebe* 
« nen Methodeia der relativen Gröi^sten und 

Kleinsten. . ' 

Von • " « ' 

Kflcnrn. DiHstpr/G^ Strauch . ' 

Lahr« d. Madim« an der EnielningwnfUlt tu 'huaharg im Kanton^ Aargati. 



. IKeae fibisr die Variationen zweiter Ordnung «DzusteUende ün* 
tersucliUDg; kommt bekanntlicfa am häufigsten vor bei der Anwen- ^ 
duDg des VariatioDskolkuls auf das Grösste und Kleinste. Ist der 
gegebene Ausdruck, der ein Grösstes oder Kleinstes werden soll, 
eine reine llrfunktiou, oder enthält er auch (totale oder partielle) 
Differentiale; so hat diese Untenmebnng keine weitere Sebwierig- ^ 
keir, sie lässt sich jedesmal mittelst der Theorie der unbestimmten 
Koeflicienten oder mittelst der Theorie der Gleichungen ausfüliren. 
Ist aber der vorgelegte Ausdruck, der ein Grüsstes oder Kleinstes 
werden soll, ein Integral; so kann die in Rede stehende Unter- 
suchung mapcUem, der in 4er höheren Analysis nicht viele Fertigkeit 
lial, bedeutende Selnrierigkeiten verursachen. Die hier folgende 
Abbisndliuig . sali sich daher nur auf solche Probleme erstrecken, 
,wo der vorgelegte Ausdruck ein Integral ist; und dabei mögen 
zwei Abtheilungen gemacht werden, je nachdem derselbe entweder 
eü) einfaches, odei^f^p zweifaches, dreifaches, u. s. w. Intej^ral ist. 

'..•*• » . r ■ . ■ ' ... 

Ertfte Abibeiluug. 

Der vorgelegt^ Ausdrack sei ein einfaches IntegfuI* 
Au%iube ist äigeude: Bassel F efai ms d»n BletttutMi 
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gebildeter Ausdruck, UDd man suebt für v...., solche Fuok- 

tiooea von or, jlass dabei das von 'orss« bis jf=a erstreckte ^lo- 
tegi^l 



da: 



ein .Grösstes oder Kleinstes wird. ^ 
.i'^rsteosl Weim V eia nutiaM den EleaMnleii <ar, 

V. '. gebildeter Ausdruck ist, man also nur y als eine solche 

FunktiaD vöd ^ suebt', da« dabei / F. iCr eia.Grosates 

oder Kleiutes wird, so bat laan den einfacbsteji Palt D|e ÜAIer- 
sucbung , waoB die zweite Variation 9^tJ positiv oder negaäv sei, 
oder weder als positiv noch als negativ gelten kann, ist bereits 
von fmsösischeo Mathematikern ausgeführt. Z. B. ^ 

1) von Laplaee. Nova acta eruditoriun. 1772. S. 193 

2) von Le^endre. M^moires de l'Acad. det Sciences de Paris. 
1786, p. 7} . et 1787, p. 348 ^ < ^ 

3) von Lagrange. Tlidorie des Fonctions analytiques, % ^dit. 
p. 276. In Crelle's I^ebcrsetavng der Lagranfpe'achen Werke 
lese man. .i^d. jL. ^509. . . 

Zw<»itens. «Wenn aber bei dem mvia«BeBgcsetsteren Falle, 
wo DemUcb «, 9, n. i. w* als solche FnnktioDen ^von or gesucht 

werden j dass ü'sszj ^ T,dx ein GrSsstes oder Kleinstes wird, 

die zweite V|iriation positiv oder negativ ist, oder weder als 
positiv noch als negativ gehen kann: diese Cnteranebung hat ein 
deutscher Mathematiker ausgeführt, und |eder schon so weit ge- 
diehene Analytiker wird sie mit Vergnngien lesen. Man sehe: 
Lehre des Grössteb und Kleinsten von AI. Qhm« Berlin. 
1825. S. 279—283, S. 292, 293. ' 

■ 

So g:ewiss es aber ist, dass diese üutersucbnngen für den zur 
Reife gediehenen Analytiker nichts mehr zu wünschen übrig- las- 
sen; eben so gewiss ist es auch, dass sehr Viele, und sogar solche, 
die Uber VariationsiLaIku! «u sdireiben unteraounaeu' balen, nicht 
in den Geist derselben eindringen konnten. Besagten Leuten wäre 
ea besser ergangen, wenn sie* nur ein einziges Problem vollständig 
durchgeführt, und die sich dabei ergebende zweite Variation mit 
Cmsicht untersucht hätten. Ich halte es daher für nicht über- 
flüssig, einige einfache Probleme hier aufzustellen, 
sUnd dann erst nur sw'eiten Abtheilung, vielfache In- 
tegrale vorkommen, ttberiugehen. . 

Erstes Problem. Man sucht diejenige ebene Kur\'e, 
weiche von xwei zu deu Abscissen a uud u ffehöriKen 
recbtwinkligen Ordinaten begränxt wird, undswiachen 
ihren Gränzponkten die kürueste ist, während für diese 
Gränn.ordinaten selbst vorgeacbrieJien ist, Anas ihr Pro« 



Oigitized by Coogl 



41 

dnkt Hilter allen Dmstl&bdeM eiB«B^ei^l««t geg^e^ene^n 
negativen Werth {—^*) baben solL 

Die Anfffab^ ist, also: Es soll jr als solche Punktion wot^ x 
geraeht werden, daas- da«, .bestimnite lategrai 

. I. u=J^^ax .yv^^ 

eio Grösstes oder Kleinstes wird, während eben diese für y ge- 
■nebtf Funktion nur ans der Zahl derjenigen beransgewHblt wer* 
deu darf, bei denen die- CSIelehnng 



II» . y«-. y« = — Ar* 

stott findet 

Hier ist nncb' ttnier's Beieiclinnng px=,^^^ und ya bedeutet, 

dnsB van In der für y gesuchten Funktion m an die Stelle des. m 
gesetst habe. Bbenio verbalt es. sieb mit y«. i 

Variirt man Gleiebnngp I., so bekommt mian bekanntlich 



V 



Hm 

und • ' 

V . L- • «^^^ (TOT • o J • ^- 

Aucb iiier bedeuten die unten .angehängten » und a> dass man 0 

und a an die Slelle des x zu' setzen l>iil>e. Wenn man OieicTiung' 
11. variirt, und dabei die Ausdrücke (J/y«, ^^'/A;-. u. s. w. als solche 
bebandelt, deren Werth von 6ya% ^'JJa^ u. s. w. abhängig ist; so 
bekomnrt man *-. -'.•.. 

VI. dVa=^.^>-2.^.cJy«».. 
Elimittirt man ^y<K'aii8 III.« so bekommt inao 

VII. *<^=Kp^^„.|;-(^).i. : . 



S, ( — ^^^^ ' 
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0»raiit ergibt «icb nun die liauptgki4}kuiif( 



VIII. 



uod die GräoieDglei«biiiig 

0 

■ « 

Integrift man die Hauptgleicbong, so 'ergibt licb 

d. b. die gesuchte ebene Kurve ist die grade Linie; nnd 
wenn man u4 statt und Aa-irB statt y« in IX. einsetiüt» so 
bekommt man 

oder 

XI. ^.(ü!» — M«+Ä)«l=aO. 

Setzt moB eben so Aa-^ B und Aa-^- B bezügUcb statt 
und io^U> ^® bekommt man 

XII. (^.«+i?).M.aH-i^ = — - 

Die GUichunpren XI. und XJl. dienen znr Bestimmung der 
Konstanten ^ und ZiT. 

Gleichung XI. wird erfüllt, wenn A=Q; dabei redneirt rieh 
XII» «bf = ^k*» Diese Gleicbun^ enthält «iBaii Widenprach 
ID sich, selbst; es kann also nicht A = 0 sein. 

Gleichung XI. wird auch erfüllt, _wenn — {Aa By = 0 
ist. Daraus fol^i^t ^« + /? = db l^^Xr' ; und XII. geht über in 
r^a+/?). (d=i^I') = — Xr% d.h. es ist Aa-i-B^s^y^Jk*. 
Gleichung X. geht also über 



XIII. 



. 8.1^ _ (g-»-«).W l» 



Die gefundene Grade schneidet also die Abscissenaxe da, wo 
y^ ?"^", d. h. mitten swischen den GrÜDsordiDatoD. Sie geht 
von obrä nach unteny wenn mao 

settt; dagegen geht sie ron unten naeh oben> wenn nm 
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. Kitaiinirt man nuo (^^y« aus JV., uud berücksicktigt inao noch 
die Hauptgleicbuog Vlll. ; so redueint ncii IV. auf ' : 

und Cä tragt sich: kann dieser für U herfi^estelUe Ausdruck alt» 
positiT oder als oeg^^tiv' g^eUeo? Hin diese Frage zu beantworten. 

Dehme man das von a bis x erstreckte Integral ^ ^ (^^i^ • <^!> 
imd setze 



wo und tpa: zwei noch zu licstimmende Funktionen sind. Dif- 
ferentjiirt man nun uuf beiden Seiten , und dividirt man dann Alles 
mit d^; so bekommt mip 

m 

DlcM^e Clljeiebiuig gilt lür. jed« beliebig« FnfüUloii . T<>n ^ u|mI 
bei jedem beliebigen Wertbe des aie JMss al90 in folgende zwei 
ifiteimneiie ClefidittBgen zet&lten» ' • * '. ' 

Barans folgt 9^ = —— und t//^ = — , wo « eine dnreb die 

Integration eififfcgangeuß willkührlicbe Konstante ist. rGleichung 
XV. gebt also Iber in * 

Diese Gleichaiig gilt bei jedem beliebiges Warthe des aliq 
auch bei orssa; und pan bat folglicb 

t 

Mm b e a c hte «Mi,foly»de dcti Pittiktei * 
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^l) Bt -exisliit ^Nhaii« Mae • BediDguog, wekM d«r 
Werth der KotiitMiIeD c «Uiiiiig:!; . : . 

2) Man nsg der^KoDttaDteo e was inner für eioen Wertk 

beilegen, dieser Werth but niemals Eiufluss auf 61/ und und 

3) So wie der Werth des linken Theils der Gleichung XVII. 
von c uuabhängis^ ist, eben so ist der Werth des rechten Theils 
dieser Gleichung von c unabhängig. Dieses kann man aber noch 
äof folgende Art Biher nBokwoMn: Weil 



80 kaon man statt Gleichimg XVU. aacb schreiben 

und wenn man das vollständige Differential integrirt, so bleibt bloss 

Hierdurch ist also strenge nachgewiesen, dass der Werth des rech- 
ten TheilM "der Glefvliiiiig' XVII. voll e 'omdbb&Dgig ist. Wemi mi 

nun aus XVU. den mit ^ ^^"^^ * ^ gleichbedeutenden Ausdruck 
in XIV. einsetzt, und dann noch dy*« eliminirtj so bekennt nao 

XiX. d»£/ = r7=L== I-^** - ' 



— -i— — 1 Am» — ;uA% A 

Da nun der Werth des (J* ü von der Konstanten c unabhängig; 
ist; so lege mau dem.<7 einen solcbeA ]kVertb bei» da«ys diA Gleichung 
stattfindet: ' 

Dabei reducirt sich XIX. auf ' . .^ l 

XXI. <^^/> = jj^Xtf - 

Ans Gleicliung XX. ergebeiy sich zwei verschiedene Werthe für c , 
vott denen nan Baeb Belieben den einen oder den andere In XXL 
einzusetzen hat. An XXI. aber erkennt man, dass ^'17 positiv intz 
denn das Radikal .(l-H^^)* kat wm Mlnf positive IMmiitmiff, 



üiyiiized by Google 



I 

weil es in Gleichung 1. nur als positiv vorausgeselst worden wt, 
wie auf folgende Weise erörtert werden mag: * 
- Dillr«» a^m 



Ditf Diiftr«w a — «r ist positiv, also mqis (im au.d«rTke«»« 

rie der Rectifikation bekannt ist) die erste Ableitang des Bogens 
bei jedem zwischen a nnd a liegenden Werthe des'^ positiv' nein, 

d. b. das Radikal V^l -{-p* darf in (ileichung I. nur nach seiner 
positiven Bedeutunp^ genommen werden, welche JBinscbränkiing 
durch die ganxe Aufgabe festgebalteu werden muss. 



ZMfiM Problem, Mail aueht y 'aU' sofehe PinnktTou 
TOD dasa das bealimaita Integral 

ein Grösstea oder KleiBstea wird. 

Man Tarüfe, und wtie dann «ir Abkünnog p atatt so be- 

•• - 

II. dl/=s2. («»IT ^Sf«,— 2. (aiy—^)..^« 

III. ^I7=*,(«iy — «.(«ly — ;>)a.^y« 

Hier hat man als ^uptgleichung « 

und als Gränzengleichung hat man 

T. (My— |»)ar.dya — (My— #»)«.d^=sO. 
Wenn mau die Uauptgleichung integrirt, so bekommt man 

VI. y = 4.8in ^^-^g) . ■ 

als die für y gesuchte Funktion, wo h und g zwei noch zu be- 
ateaOBde .inllkllbclieha KoBtteBtea aind« Dia Gränzengleichung 
gekl Jetet «bar ia 

▼II. f^. tili cos + 

^ . Bin i . eiNi (8ir-f-^] . i%bs.O. 

•* 

Oieae CUeichoBg, wddie'bei BeitiwiBg der KonstBaten noeh be- 



46 ' 

DÜtzt werden muss, wird sich auf terschiedene Weise zerlegen« je 
nachdem Sya und wHIkörKefr «iti -abhängig sind. Dot^. Be- 
rieksichiiguDg dcr'Hiiuptgleicliung rqdMprt sieh* IBni lll;*iuiC' 



Man nelfiBQ nna das toh a bis ^ cratreokte Integral 

und setjte ' . . • * ' ' * 

wo und t^ir zwei noch zu bestimmende Funktionen sind. Man 
differeiltiire nuf beiden Seiten, dividtre Alles mit dx, und bringe 
alles auf eine Seite des Gleichheitszeichens; so bekommt man 

Diese Gleichung gilt für jede beliebige Funktion $y von or, und 
bei jedem beliebigen Werthe des sie zerfällt also in folgende 
zwei identische Gleichungen: * 

4— ^+(y/^)==0 und jw— (yar)-H(V^ar) = ü. . 

Daraus ergibt sich , . , 

gur = M 2 . tg + 

„od ^ -'- ''^ • . . • 

V/^ = 2 . tg (2Ä?-f-£?). 

Gleiehnng IX. geht pilso^etnt über In . 

= \m H- 2 . tg (2a? 4- c)] . «f,» - + 2 , Ig (2ari;|i- d^] ^ dipt,* 

UiOflft ili^ficliiing gilt bei jedeita lMllifU|peD Werthe' des jp, also aiich 
bei ^sssa; nnd man hat 
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Sowie der Werth des lioken Theiles dieser Gleicliunf? von e un. • 
abbäDgig ist, ebenso ist auch der Werth des reihten Theiles dieser 
Gleichung^ yon e onabbäDRig. Dieses kann mau aber auf folirende 
Art nftber naebweiien: Weil * > ^ , 



-^ + t. iv .tg (24: 4-c)]' =,4 . rfy. + 2« . . ^ - (^)» 
iat, so IckDS Mao irtACt Gleicbung Xl. ancb ieteea 

= t* + *■• *g C*« + c)] . (fy„» — [« + 2 . Ig (2« + c)l . ^a» 
m4 WMD Mtn dMV«IMiadig«lMllir«Dtial integrirt, so bleibt Uom 

Sitfrjinrcb iil alaa Strange . erwieset^, dass d^r Werth des rechteq 
TheUes der Gleichung. X|. yop gans^ iiiiaf»blMifiig ist. Wona matt 

gleicbbedantt^Q AnadnMk |a VIII. einMtat,. aa bek^ttoit Mao 
Xm. ^l/ss2.^.|nn (Stt-t-g) — coa (2ii+^)].(r>y, 



• - ■^^•^•«iö (2«HhÄ^)~co8 

Wenn ana nicbt Jjra=sO, dy^=Q, iJ'y^aÄO^ <f^y^s=(>^ «. t. 
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ist, so kttuo naii doch j^desfliiil der Konstaotea c eioen solehen 

Werth beilegten, dass das aueserhalb des Inte^ralzeichent befind- 
liche A^f^re^at wegfäUt; und dabei cedo^rt..^ich Gieicboig Xlll. 
auf " ' ' 

w<»r»3 wall eiieiiBt, (18m'J*C^ negativ ist, unÜ ein CMititea' statt- 
ÜDdet. . .. / • 

Drit/e« Problem. Man sucht unter alleo ebenen Kur- 
ven'.» welche zwischen den zu den Abscissen a und a ^e- 
hörigen rechtwinkligen Gränzordinnten einerlei Flä- 
öbeniDhalt einscbliessen, diejeniffe, bei welcber der 
Schwerpunkt an Kdctiiieli .oder fle^tea (der horisantal ge- 
nommenen Abscissenaxe so nahe oder ferne als möglich) liegt. 

Die hiesige Aufgabe verlef|ft also fiir ^.CMie a^lcha FnnkHan 
von ^, dass der Quotient 



e 



DM GrÖsstes oder Kfemetes wird, während ebennttiMlB für y 
suchte Funktion uuf aus der Zahl derjenigen beranigew&hlt 
den dar^ b^i denen allen das be^tinuute Integral . 



IL Jlv^^ 



den uemlichen (gegebenen oder nichtgegehenen) Werth bekommt. 

Dies Problem . gehört in die Rlusse derjenigen, welche von 
Enler relative Gröpste oder Kleinste ^nannt werden. Br 
Terfahrt dabei änx (bildende W^se: Er mul(i|)licirt den Ausdruck 
II. mit einem (vorerst noch unbekannten aber im Laufe der Unter* 
suchung sieb bestimmenden) konstanten Faktor^" und addirt daan 
dieses Produkt zu L l^r set^t also 

^ i y , da: 

und sucht diejenige Funktion y von x auf, welche den Ausdruck 
ni. an leintfn 'GrSssten ader Kieinsten nacht. 

Dieses Verfahren wäre allerdings gerechtfertigt, wenn dar 
Ausdruck 11. seihst Null wäre, und wenn sowohl ein abhängig va- 
riables als auch ein unabhängig variiib]e.s Element vorhanden wäre ; 
dann wäre der Ausdruck Iii. dem Ausdrucke I. vollkommen gleich^ 
und dw Paktor würde dasn dienen , die Variatiatten' des äkln- 
ffig variablen Elementes zu eliminiren. Allein da das bestirnnte 
integral II. nicht Null ist,' so ist das in III. stehende Ü ein ganz 
anderes, als das in L stehende I/, und es £rsg$ sich: .Wie g«ht 



■ 

■ ^ • - • ». 
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%m lu, dass diejenige Punktton y von jp, welche deo 
Ausdruck III. zu einem Grpssten oder Kleinsten macht, 
auch den Ausdruck I. zu einem Grössten oder Kl^in- 
ften -macht; und woher weiss man, dass die gesuchte 
Pifiilt#l«o y von » nar der 2(alil derjenigreB heran«* 

J^wählt ist, welche alle für das bettioimte Integral IL 
en nemlichei^ (gegebenen eder nieblgeg^benen) fVertfa lie- 
fern? ' 

Ein Versuch, diese zwei Fragen theoretisch zu beantworten, 
wird jedesmal ein Versuch bleiben; und, es, ist Döthig, statt der 
Enler*scben Metbede eine ändere aufzustellen, nsi so mehr, als die ' 
Euter'scbe Methode bei vielen Problemen dann,' wenn man das • 
Kennzeichen fiir die Kxistenz eines Grössten oder Kleinsten her- 
stellen will, ganz falsche Ausdrucke liefert. Dieses ist namentlich 
in dem hier vorgelegten Probleme der Fall (man lese die Bemer- 
kung hinter Gleiebnng IX.). , 

Tbatsnehe ist es aber, dass die Enier'sche Metbode 
jesdeasMl l4^^i<B^Mf>^ Funktion |f Ten a: liefert. 

Nun mag das vorgelegte Problem nach der Euler'scben Me- 
thode durchgeführt werden. Man variire Gleichung III., bringe 
Alles auf einen Nenner, und setze dann im, Nenner zur Abkürzung 

A itatt '/y »d^ci dann bekonmt man 

.. . i 

Nun setze man, was aber in der Theorie des Variationskalkttl*s 
noch erörtert werden muss, 

d. h. man setze^^^y' ,iLcz=zA » C, so geht Gleichung IV. über in 
Daraus folgt die Hauptgleichung 

und eine GrHnz^Icichung gibt es nicht. Man hat also die mit 
der Abscissenaxe parallele Grade. Bei Bestimmung der 
Konstanten mtiss Gleicuiing V. mit benntst mrdep; diese geht 
jetst über in ' 

( 2 )•.(« — — gr— ).(a— a). 

DfjBse Gleichung enthält keinen Widenprneh in sich selbst, son- 
dern liefert 2^ZfS~C$ nnd weu ann A£» ans VJl. elialnirty' « . 

üO ergibt sich ^ / ir 
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als Gleichung der gesuchten Graden, wo C eine noch su beitim- 
mende Konstante ist, die wenn z. B. vorgeschrieben ist, dass der io 
Rede stehende Flächeninhalt den bestimmten Worth habe, doreh 

die GleiclfUDg^^^^. «^s^* beslimiiit wird^ denn dies« Glei- 
eliiiiig', wenn man C statt y letst nnd integrirt", gebt über h 

. C (« — «) = ^» , und daralps folgt C= j^^- 

ITm zu entscheiden^ ob ein Grosstee oder K1eins(oe stnttfinda, 
bat man in Gleicbnug IV, nnr den ZlAJIet in Tafiirens nnd lü» 
bekonnit snnäcbst 

Setzt man A statt j^y , (Lc^ und statt .«Äa;; so gebt 

dieser Ansdritck über in ' 

Dieser Ausdruck reducixt sieb wegen Gleicbung VII. auf 

. **«^=7- i/>'-'^t.^-(/r*-'^)*j' . 

Nn tat A==fy.4v=*C. («-•), ^-a^r-äö^)» 

und somit hat man 

Man erkennt aber grade»u, dass das innerhalb der Hakeu stehende 
Aggregat weder als positiT no«b ds negativ gelten kann» sei dnw 
fs das Ansehen hat, als fände weder ein Grösstes noeb Kleioaten 
«tatt Allein es ist in derThat der Fall, dasa unter alFe» 
Figuren, die denselben Inhalt und dieselbe Grundlinie 
haben, und von auf der Grundlinie stehenden Perpendi- 
kein begränzt sind, das Rechteck seinen Schwerpunkt 
am tiefsten liegen bat. Dieses wird ancb noch dnrcb 
djtn nach der LaffrnMe'aelie» Metbede fiir berg-e* 
stellten AnadrnoK XX]. besteigt; und somit bleibt 
«icbts anderes übrig, als den naeli der BnUa*aeb«lk II 
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tk^Aß ffir^l^b«rgflit«UC«n Avtdracft- ftr einen unrieh- 
Ea entiteliC also die dritte Frage: Wie geht es zu, dass 
•an, weoD ia«ii das Produkt ^ . / ü.ikc %xl 

■ ^ ' X"-* 

addirt, und dann diese Summe rarür^ die richtige PunCtion y von 
bekommt, während noch der für V sich ergeliende AusdrudL 
nnricbtig lein kaiin? " ^ . \ . - 

' Piese .4titte Frage lässt sjirJh ebenso wenig tbeoffetitoh beant. 
werten, aia die beiden irüberen) nnd man Ist bei der Enler'sGbeo 
Methode in der Lage, in welcher man 1»«» jedem bloaa emptH- 
a«h€n Vcrfahreto nnd dieder Üinftand hätte längät veranlagen 
sollen, eine streng einlencbtende JMjetbode fnr diese Probleme anf- 
snatellen. 

Lagrange, dem alle diese Mängel der Ealer*scbpn Methode 
nicbt entgangen sola könnoa, schlägt ein anderes Verfahren mi 
er aetst nemlicb statt des Ausdruckes Jl. die identische Gleichung 

Dmni felgt dnreb Dilbrentiation 

Da nnn der Fliiebeninbalt entweder Tomsebiieben oder nach 
WilllKir gewählt wetSen kaum ao ist Ai ta unabhängig Tariable 
nnd y das abhängig tnriable filcpent Man eliminire äeo y ana 
fo ergibt sieb ' ♦ . - 

Mn ^mrllMy tadign AHM atf «ifeen NeftniM, «vd eetw 4ftvtt im 
Unnwir wm Attttimg A ttatt Jli%^ . so bekoikiitiC man 
lonäehet 

Nnn setse man, was aber in der Theorie des Variationskalkuhi 
Mell.nabet eifiiMütepietf aM, :. 
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d. h. man •^^^ fl^^^ • dofsssJ. E, so gebt GjeiiJ^ag XllL 
ftlMr in T • 

Alwr w«l ^ koBStant iit, so lumo maii auch tetseii 

imi wMUi inte itie geMrige Dmforittang antfil&it, so bdLoant Mi 

' * * I • * ' 

• . • . • • • • ' . • 

Dlewr!AMini0k atriagt «bb i» iüa HaH||Mg1«i«h«Bg 
und in die GriUmdngleiehQDg 

* * * 

xvn. p.(^„-in.*i«-p.(^).-Äi.Ai.==a. 

Integrirt mnn die Hraptgleicbung, «o bekoMt mn . 

XVIU. xsszCof^F. 

Es ist also (^)a=(^«=^9 Gräniengleicbong gebt 

fiberin 

Allein eben weil die gesncbte Korve nur ans der ZabI derjenigen 
berausgewäblt werden darf» bei denen allen das bestimAtn Integiai 

ff • d»psi «a — n« denselben (gegebenen edet nicbtgagebeBea) 

Terfb bebält; so Ist jetzt ^x«— Jxa=0, 4^'««— ^*Xa=0, v.a.w.» 
vnd die Gräni^ngleicbuDg föllt von selbst weg, so daas darnns för 
die Bestinainng der Konstanten Cvnd F nidits gewonnen werden 

kann. Wdl nber ys=^, so ist die jetnt gesochte .Kurve gege- 
ben dnrcb ^ 

XX. y=:C. 

ttbn bat also wieder die mit der Abseiaaenaze pnrallole 
Grnde wie bei der Enler'scben Hetbode. Die Konstnnte C wird, 

wenn das Integral J^y • djc den gegebenen Wertb beben soU, 



^1 
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tevdi <li« ÖleicbttBgr Ciu-^m^sssg* baillniDt, wie tchon l»ei d^' 
•raten AnfloMBg gezeigt iit. 

Um zu entscheideo ob eio Grösstes oder Kleioitee Btottfinde, 
bat man in Gleichung XIIL nur den fl^bler nn miiien; und mn 
bekoBmt stUDächat 

1^3 ^ ' ^» ^''^ bennlie oocb 

Qleiclinng Xl?«i lo ergibt aicb 

In Folge nllee Yorhergebenden redncirt aicb aber diea^r Aiiadraek 

«ttf . ■ , ' ' > 

■ • ; XXL i^ü^^.fl^y.d^. 



Man hat nlae hieraüt den Bewela, dnaa ein Kleinetea- etettfindet 

(Hnm aebn C^lniobuDg IX. und die dortige Bemerkung). 

Lsgrange selbst hat das abhängig variable £lemeot oiemals 
direkt eliminirt, sondern jedesmal mittelst eines MultiplÜLatora. Zo 
diesem Ende verwandelt er di^ Gleicbung XI. in folgende iden* 
tiscbe: 

Diese Gleichung mnltiplicirt er dann mit einer (vorerst oocfa unbe- 
kannten sich aber im Laufer der Untersuchung noch bestimmenden) 
oicbtv^ariablen Funktion 91 von jp\ iat aneb noch das Produkt 

XXIU. 9l.(y-s)=0 

eine identische G]eicbung.$, uqd daraQS folgt, dw euch noch iden- 
tiacb stattfinden 

« 

XXIV. .«.(*y^^)=:0 

XXV. aii.(rf',-^j=o. . .. 

Ba iat alae nneh 



• • * 
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Mao kadn alio iIm l^^^ff0JSX¥k ta L JMf iw«ierlei Weise- ad- 
direD, ohne dass deM ißM ä iü 'g4lrio)}i^b. getatet wM, d« k 
naii kaDn entweder 



™- >w 



o4«r MB luwn 



eetieD. Tariiirt man oun» Bpd nimat die gehSr^^n Vmf^ 
pnpgen vor; so gelangt man genau zu den bisherfgen ResaltiäteB^ 

' Nun soll über die Lagrange'sche Methode eine nicht unwich- 
tige^ sondern sehr beacbtenswerthe Untersuchung angestellt werden: 

1) So lange nur eine Ncbeubedingung gegeben ist, wie ioi 
bieaigen Probleme der Fall; so lange ist das Lagrange*acbe Ver- 
ehren voUkeMMen eieleoektend. 

2) Sind aber zwei oder noch mehr NebenbediegMgd» im** 
ben, so ist dos Lagrange^sche Verfahren durchaas unampeMMr. 
Oes folfpaAde-Beiapiei mag die Saoke eriHutefn. Ea aeli 

ei« CrrÖssteM o4«r Kleiostes werden, während y nur awa der ZaU 
h^taP' Pü4ti(m0 gewühlt werde» darC» liei deimw «Uee dw 

denselben (gegebenen oder nichtgegebeoen) Werth beklUt, flfld. I»ei 
denen allen auch das Integral 



da: 



^nerlki (entweder einen gegebeoeo oder mchtgegebeaeo ) Werth 



^tat am min aaeh fjagraoge 
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so ergebea lich danui» darch DifiereoüatioD folgende GleichnngeVt 

Dm BBB der Werth einen jeden der Integrale . da? und 

• y • ^ entweder vorgeschrieben oder nach Willkür gewählt 

werden kann; so musfl sowohl s als auch v eine für sich willkür- 
liche FanktioD sein, d. b. sowohl % als auch v muss eine uoabhän 
ii^ variable Funktion sein. Dieses wird aus dem Folgen- 
daii gani evident. 

A) Wäre y nuabhäogig variabel, so wären x und v abhängig 

vfriahal, wia «m das ^laiehMgaa S^^^ ^^^^ 

Mht; nnd % nnd # hitten keiaaa Binllnss anf so dass sich 
dasselhe Resultat ergeben würde, wie wenn keine einzige Neben* 
bediognng gaiMeht wirf. Es kanii ahm y nicht ilaabhängig va- 
riabel sein. 

B) Wäre % allein uoabhäugig variabel, so würde sich die Ab- 
bingigkaik daa y dnrcb die Gleicbnng ya^' ergaben; und in- 
gleich würde ary = ^ übergehen in ^-^j b. » wäre 
van a abhängig. Der für (/ angestellte Ausdruck ginge über in 

ITsÄ — — . , ao dass 17 nvr von % abbinga, nnd v kal- 

M* BfaifliMa auf U blttai abanaa wenig, als Jnntar der 



Voranssetzmg) # Eialnss auf y bat , da im Ciegantheil ff von y, 
isd wiaderam y von x abhängt. Wenn also x uliein unab- 
hängig variabel ist, so ist es grade so, als wenn 
nar die einsige Nebenbediogung ,,das bestimmte Integral 

J^y • dx satt immar denselben Warth behalten*' gemacht wära^ 
C) Wiba 9 allein nnabbüngig variabel, so würde sich die Ab- 
hängigkeit des y durch die Gleichung üsy^-^ ergebeo; und zu- 

glaieb wfirda ys^ fibergebaa ^ = ^ • ^» ^* » 

von V abliiiogig. Der für U aufgestellte Ausdruck gioge über in 

47=-- ^ — , so dass V von v allein abbinge, und * 
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keineD l^influss auf U hätte, ebenso wenig uU (unter der hiesigen 
Voraussetzung) 4 Einfluss auf y l^at, da im Gegentheil a von y, 
tknd wiederam y von v abhSogig iit Wesn alto v «Heia nii* 
•bhÜDgig variabel ist, so iit et grade so, als weon 
anr die einsige NebeDbedingnog y,dM bestiaBie integral 

y^a:y,dae MX inmer denselben Wertb b'ebaltea** gesacbt 

wäre. 

Daran« ist evident erwieaen, data aowabi % als aneb v efna 

für sich unabhängig variaUe Fnoktion sein muss. Da nun durcb* 
aus kein Eliminationsprocess möglich ist oder auch nur in der Idee 

fedacht werden kann, durch welchen y von x und v zugleich ab» 
ängig wird, wobei dann auch U von % und v zugleich nbhäng^ig 
wird; so luuss die Lagrange'sche Methode gradezu verworfen wer- 
den.. Was aber bier notbweodig ist, wo nur swei Nebenbeding^n» 

5cn p^cgeben sind, das ist nocb mn M Mebr Dotbwewli|f, wenn 
rei und noch mehr Nebenbedino^uneren g^eg-eben sind. 

Lagrange hat freilich in seiner Theorie der relativen GrÖssten 
und Kleinsten von dem direkten Eliroinatiousprocesse nichts ge- 
sprochen, und doch ist nnr durch dieaen der Weg vorgezeigt, 
welcber lieber an den ricbtigen Resultaten fübrti aondem Lagrange 
bat aneb bier die indirekte KHoMMtiair nitlelrt Mnitfiilibalofen. na« 

dt 

gewendet, indem er die beiden identiteben Gleiebnngen V^Ji ~^ 

and orjf^^sO besiifi^ieb mit den nicbtiarsablea (veremt aiar' 
nocb anbekannten) Fonfctionen 91 und 9t ninlti|i]icirt, und Üaan 

setzt. Allein hiermit ist nichts gewonnen; deni) 4|er indirekte Eli- 
aünatiooBprooess soll nur den direkten eraetsen, ni» bequemer sum 
Ziele zu gelangen; und ebe man den indirekten anwendet, hat 
man aicb au iiberzeugen, ob y von % und v zttgleich abhängig 
sein kann, nnd also dureb y aucb V von % nad v «ngleieb abhän- 
gig wird. 

Die Lagrange'sche Methode hat also den Fehler, dass sie kei- 
ner Ansdebnnng vom einfaeben anf den iniammengesetsten V^i 

fähi^ ist; die Euler'sche Methode über hat den Fehler, daia nwp 
bei ihr schon im einfachen falle nicht recht weiss, was man aa 
eigentlich tbut, und somit kann bei ihr aucb im si|aammengesetstea 
Falle von keiner Ueberzengung die Rede sein. 

Ich habe die Theorie der relativen Grössten und 
Kleinsten anf die snsammengesetsten Variationen ge* 
gründet, und dadnreb über dieaen Gagenatand «so viel 
Licht verbreitet, dass nichts mehr zu wünschen übrig 
bleibt. Ich werde meine Theorie nächstens roittheilen; hier geht 
es nicht wolil an, da sie dem eigeotlicben Zwecke dieser Abhand- 
lung fremd ist. ' * . 
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Zweit« Abtbeilttiig. 

Wenn b und ^ keine Funktionen von a: sin^, und wenn die 
beiden Differenzen oe — a und ß 6 positiv sind; so ist das 

bestimmte Integral y) . dy . äa: jedesmal positiv oder 

negativ, je nacbdem sell;»8t beständig positiv oder bestäo* 

dig negativ bleibt, wenn man dem y alle von o bis ß stetig neben! 
einander liegenden Werthe beilegt, und bei jedem einzelnen dieser 
Wertbe des y auch zugleich dem a: alle VAn a bis a stetig neben* 
einasder liegenden Wertbe beilegt. 

Beweis. Denkt auio eicli % im' Moaiente des Vemliwi^deiit» 
M daee 



Alle stetig lebeBeiiieBder liegeD4eii' Werthe des y tob b bis ßiw 
•teilen« so ist (nach einem Ibeltannten Lelirsatse> 

-♦- -HK*. ^ - 1) . *) -t- »>(«, /»Jl . 

Denkt man sieb auch A im Momente des Verscbwindens» so dass 
aocb 

{m^A), (m-^U), (m-^U),.'. , {•'^{m^l\A), a 

alle stetig nebeneinander liegenden Werthe des jc von ä bis a 
verstellen; so bat man jetst - , . . 



• ■ • - , ' • i 



■ • 
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und hiermit ist der T^rgelpgte Satz bewieiea». Es 

leuchtet von selbst ein, dass er seine Giltigkeit behält, wenn 
auch einer oder mehrere der Theilsätze q>{a, 
o)(0 + A, ^-1-^), u. s. w. zu Null werden; clagegen ist offen- 
bar, dass er nicht mehr gelten kann, wenn einer oder mehrere 
dieser TheiMUie mendlieli werden« Wem aber nicht alle The'il- 
■itie dMMlbe aSeiehea haben» ^ kann «an im AllgemetneB über 
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ngenthämlichkeiten nntersuehen. 

Zugleich ist klar, was die 9ediDg:oiig^ ist, unter welcher etn 
dr«i£M;hea, rierfaches, u. s. w. Inteffral positiv oder negativ wirdi 
md dfiüWb iit «• oieht ndtbig,. diMe-bnleffgadhaDg noch weiter 
«wudflkieii. 

Nun sei Fein reeller mt den Elementen je, jr, *, ^i'^ . < 

gebildeter Ausdrack; und man sucbt « als solche Funktion der 
beiden niehtvariablen Elemente je und y, dass dabei dti k^itiMite 
Integral, wo 6 und keine Funktion^en von w aind» 

ein* GrÖistes oder Kleiostes wird. 

Dnaa aber die beiden Elemente 6 und ß von je gani 
nnAbllBgig 8tnd,\i«t ein Fi(|ikt,'der dnrdk die ganse 
17Dteri|li<phBBg im Auge belialteB werden Mes» 

' HnA eeti^ tat' Abkifrsung p statt ^ und f etat!; io be- ' 

kommt man als Haiiptgleichnng 

und als GfilBseBgleiebnng bekannnt-maa 

BeribsMehtigt man die Hanptgleiehung, an belKomaii man im 
AQganlaaD A Vadtttioii d^ iwMtea 6irdpiNig 



Das Zeichen (^^* «''«loty bedeiii^ dass man a an die Stelle des 



Digitized by Google 



> - , 

jp metst habe» iia4 y allgemciB wi. A«f ihilieli 

Weise verliül 'te Acli M'dfw mdarir' Amdffllek«ii. 

Man bat DUD zu uotersucheD, unter welchen Bedingungen dit 

6^11 beständig negativ oder positiv bleibt, und wann es weder als 
positiv DOG^ aj/^ nef^ativ gelten kann. Man bezeicbne zur Abkür- 
.... fP%y dzdpV d^qV d^pV dpdqV d^F . 

Seht, wena mna fiir % die gafaadene Paaktioa lettt, kaittglicli ait 
^ S'^ und setze für das allgendaa M and 

fjssh aafaaftada l>op|iaUBtagral . ' 

Nna diffareatiire aiMi-swaiaial auf baidaa Seitaa» «od es ergibt aicb 

Bringt naa Alfea'aaf eiaa Seita daa daiakhfitizeicheBs, so be^ 
kaaiait nan 

■ • +2(Ä- Ä) . ^ . ^ + (*-^) =0. 

Dia^a Qiaiabvng grilt bei jadar b^iebigeo Foaktiau d» von je jiad 
|f, aad bat jedem beliebigaa Wartha dee aad da«L y; eia aarfiUH 
alia In.folgaada aimalae CAeidiiiDgaa: * » 
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P— tu— /> = 0 



m4.toiiqi folgt 



i> » -P— « SS V • 

ax,dq 

jp ' ^2 dy^ d'^%V dj^ ^ dym 

' — * dx dg ^ du* . ds dg' 

Man erkeoDt also, 4an i?, C Tollkomaiea beatinait aiad; da» 
gegen E, F sind erst dann baatimflit«' Wenn man einmal weiii^ 
was m nnd a> für Funktiooeo yon x und y sind. Da aber darch* 
aus keine Bedinpfuog vorhanden ist, welcher die Funktionen oi und 
r\ genügen müssen, so sind ui und r\ ganz willkürliche Punktionen 
von w und y. Man kann also a> und ij so annehneD, dasi der 
Amdmok- 

•of die Form 

koBttt Dieie Form entwickelt f^ibt 



I 
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» 

Vtrgtoielit MM jtlit Till. )ml ¥1., ■• vgA&m fick folgenO« «ift- 
Mb» ClleiekmigSB: 

AsaA^ 

und 



w«Me letBltore GleielinDg a|>er kein Stück eitkilt» dat ttldt idUi 
|«stimt wäre; and wen« aum fir 9» € di« Aaidrlcke cu* 
Mlit,' so gekt lia über in 

welche Gleicbnn^ alier nothwendig exbtiren MMy.wtnn der Aus- 
dmek VI. auf die Form VII. soll gebhachl Wiarden kennen. Glei- 
ckteg IX iet aber gleicbbedantend nüt 

I 

Dktes ist eine PartieldifferentUlgleiebnog den ersten Gridea d«r 

ersten Ordnung. Nun existirt zwischen oi vnd 17 durcbaus keine 
Abhängigkeit; man kann also entweder fiir 9 oder für ta eine be- 
liebige Funktion annebmen. 

Die GleichoBg welcbe, indem lie von a=u und 
bis so jeden bellebi|^n Wertbe dee und dea y antraekt wird, 
giftig, ist, ist auch giltig, wenn sie von a: = m und bis sa 

^ssm wmI amtreckt wird, d« k aa iat 



Raa ht 



. (^-1-«- ^»n . «^y . *«. 
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/ , . ' * 

und weil der linke Theil der Gleichung* XI. die Funktioneo m aod 
fl gar nicht CDthält, so ist der Werth des rechten Tbeilei Ton ut 
and ri ganz unabhängig. Aher grade dieser Umstand ist der 
Hauptpunkt, der von jetzt an noch benutzt werden 
MM. 

Gleiehnog IF. geht nnii fiber in - 

XII. i»ü=f^v^.9'i^n'^*U, 

Mm nögen folgeadfo melclle Ftile beMii^m iMtfaeht«! imdMi. 

Erster Fall, ^^ind die Speeialitäten von der Art» dass 
die identischen Gieicboogeii <llia,ysO, (fx«, y = 0, ^x^« = 0, 

:c = 0, y = 0, <^«a, y = 0, <^a/^J;p = 0, d**A, x = o, 

u. s. w. stattfinden ; so fällt die Gränzengleichung Iii. VOA leUMrt 
biDwegj und Gleichnng Xli* redueiit aich gradecu auf 

4^ -»-.«. ^»ri ^- 

Zweiter Fall. Sind die Speeialitäten von der Art, dass von 
den Ausdrücken dx«, y, ^Xtuvy ^»ß,xy <^*4jjp> ^'*ci, y, <J'*«, y, 
^xß^xi ^^xb,x, u. 8. w. lielD iinziger m Noll wird; ae wird der 
GriDzengleichun^ nnr genügt, wenn dfe tier GleidHagefi ' 

- (©^,=0, 4^),.y=o, (^)A.»o, (^)fc.«po: : 

• »• 

itattfi»4eB. D«M re^neirt deh CleiBfciog XIL aaf 

XIV. <»»«^»=y7'^» *'>*»~<»'^**»>-* 
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Da BUD, wie iclieii fc^erkt, sich immm der irgeDd etnea Sm eal- 
■precheode wahre Weftb idea d* 17 ergibt, ei mög^o die FooktioBei 

cu und 17 sein was sie wollen, weuti sie nur in solcher Bezieboog 
zusammen stehen, dass («ieichuno;^ X. erfüllt wird; so kann man 
auf folgende Weise den , Zeichenstaod des U kennen lerneo: 
Hat man slcli einmal «liter dem willkührlichen da irgend ein 
Pnoktton ^ton » «und gedaeht, so kann «an fÖr m Bodi me 
solehe Ponktien des einsigen op aehjaen, dass die identische ^It^ 
ehang ^ 

XV. ((tf .db>V,,— (a».da«)|,«ssO 

■tattfindetj was am einfachsten dadurch erreicht wird, dass nsA 
gradesu itfsO setst. Dabei Ut tUna aaeb ^ = 0, nad Glei- 
ehaag X. redaeirt sidi aaf 

' ' dii' '^dx,dp 

Diese dleichuDg, aus welcher w ganz weg^t^efallen ist, enthält nor 

dVn ..einsigen partiellen Diffcrentielquotienten nan bekonnt. 

also, wenn man^iateg^rt, für 97 eiiien nus a:, y» siy gaküdetes 

Ausdruck, wo ny eine durchaus willkührliche Funktion Ton y ist. 
Aber eben diese in t; enthaltene willkührliche Funktion ny kann 



man nach der bald so, bald so beliebig genommenen Funktion 
Ton » nad «f. auch jedesaial jbald so, hall .so eiori^teo» dass die 
identische Gleichnng 



stattfindet Wegea Gleichung-. XV. und XVII. redncirt sieb aber 
XIV. auf XIH. - 

Dritter Fall. Wenn zwischen und ^2a, y wenn ebenso 

zwischen ^xß^x und 6x1, x eine Abhänc^igkeit stattfindet: so findet 
auch zwischen 6^X0, y und d'a, y, und auch zwischen ä*»ß x nod 
#d*x^, X eine ' Ahhftngigkeit statt. Man eliminire dxa, o'xa, 
dxA, X und ^*Xh, xf so'i^erden dabei la d*a«,« uad r»ß.x ge- 
hörigen Koefficienten so NuU; und Gleichung XII. geht über ii 
folgende Form: ' ' . ^ ; ' 
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IUb 4«Bk6 Hci' am wnim m eioe mIcIm FtoktioB d«r «iiwigui 
VeiiatelickMi ae^, d«M die identiicke Gfeicknag 

itattfindet Dabei redaeiirt eich Gleichung X anf 

_ d^^ d^£ dJf,V 

' dp.df/'^d*.4ff''^^ '^dx.dp ^' 

d*pr .dzdnF d^qV Md,y 



Diese Gleicbnog, in welclie die für genommeDe Funktion all be- 
reite eingeführt gedacht wird , entfaSft nur den einzigen partiellen 

Differeatialquotienteo man bekommt also, wenn man intcgrirC, 

für 17 einen aus y, ixy gebÜdctcn Ausdruck, wo Txy eine durch- 
aus willkürliche i'^unktion von y ist. Aber eben diese in r; entbal* 
teoe willkürliche Funktion ny kann mau noch so benutzen, daii 
die identische Gleichung 

stattfindet. Wezcn Gleiclmnir XIX. und X^ redncirt sich jCVlIL 
auf die Form Xill. Und so fort 

Aus allem Vorhergehenden folgt, dass .der Zeichenttand des 
^ ü Ton A and Ay abliäegig ist, d. b. wenn man dem y alle ste- 
tig nebeneinander liegenden Werthe von b bis beilegt, und bei 
jedem einzelnen dieser Werths des y auch dem a|le stetig nebeo 
einander liegenden Werihe ton a bis a beilegt» und dabei 

d"* V d"^ V 

1) jeder der Quotienten sowie auch der Aus* 

4r«ek llgi:x^-(^)«] k«MS.dis podtiT UrilM., m M 
nach i^U positiv; wenn aber dabei 

2) jeder der Quotienten -^pT "Jj^ negati?, dagegen der 

Ausdruck X PO"«^ Weibt, so ist ^£7 ne- 

gativ. 

Dabei beachte man noch: wenn der AusdrQck 



bei einigen oder bei allen von a bis u und von d bis ß liegenden 
Werlbea des « «nd des y\za Null wird, so behält, vorsteheode 
Eesel iaitter noch ihre Giliigkeit} sie verliert aber ihre Giliigkeit, 
soMild elaer der llaotienten * 

d^%r dxdpF d»dgr d^r dpdqV d^nV 
"aF» lKl3f ^* "^r 
TMinr. S 
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bei irgend einem Werth« 4«t « m4 dM y die im KttlM vmvli^ 
sige l^orm ^ anDimmt. 

' 10 den ipecieUen Falle» wo V eio oor «il dr, y,*«» ^ ge- 
bildeter Aoidniek ist, uod nao ISr m eioe loiebe' Fooktion von 
and y inchtt data dabei dai betümiate lotegrali wo d and ß keine 
Fnoktionen tob simd, 

eis Grösttes oder Kleioitet nird, reducirt licb di« Hauptgleiehaw 

n. urf ' 

■ 

P 

Ond die Gränsengleichung III. reducirt licb «of 
GieicboDg IT. redoart rieb anf 

Oieieai Anadnicke kaan. ouui die Form gebeo 

und zur Bestimmung von cü hat man folgende Partialdifferential- 
gleichuDg der ersten Ordnung 

Darcb Integration dieser Gleicbnng bekommt man f&r o> einen avs 
ae^ y^Ttss gebildeten Anadmek, w« n» eine gans willkflrlicke 
Funktion von jc ist, die noch dazu benatxt werden kann» dnaa 
sieb Gieicbttog XXV« aurncksiebt auf 

und man erkennt, daaa es ietst 'nor anf d. b, nur anf den 
tienlen ankoamt» ob ^17 peaitf? oder oegattY ist. 



Ül 
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Ist aber der Gang^ ilieses Verfuhreas einmal recht aufgefasst, 
8o kann es gradezu auch auf zusammengesetztere Fälle ausgedehnt ' 
werden; was hier nicht mehr ausgeführt zu werden braucht, 8on- . 
dern ei nag genügen, einige RMültota bemuelseii. 

Ist nemlich F ein aus den Elementen o?» y, x, ^» , 

^ gebiWeUr Aistdrvek, «ad anekt , 

man für z eine solche Funktion von und ^, dass dabei 
daa beatimmte Integral 

•in. Grdaatea oder Kleinatea wird; ao aetie man zur Aliklir« ^ 

zang /> statt ^ statt r statt # statt ^ und $ 

Statt Dann bat man nur die Bedingnngen anfsnancben, nnter 
denen der Anadmck 

d^rV fd^T(h ^ drd,F d^xdx dxdy&z « drdtV d^x&^i ' d^y&% 
dr* •^rfx'^ '^^'dr.ds' dx^ ' dx .dy"^ dr.dt' rfo:» ' rfy» 

"•"rfj' W.rfy^ '^^'ds.di'dx.dy ' tfy^ dt* tfy* ' 

beitSndig positiv oder negativ bleibt, wäbrend man dem y alle ste- 
tig nebeneinander liegenden Wertbe von & bis ß beilegt, nnd bei. 
jedem cinzrinen dieser Werthe des y auch dem alle atetig 
nebeneinander lies:en(!en Werthe von a bis a beilegt. 

Wenn aber bei allen diesen Werthen des a: und des f/ der 
d'^tF 

Quotient an Null wird; so kann nur dann ein Grösstes oder 

Kleinstes stattünden, wenn auch die beiden Quotienten ^ und 

bei allen diesen Wertben des nnd des y an Null werden* 
nnd man hat jetzt den Ausdruck 



rfVT . rfVtftL , ^ dfd»r d*xds dxdy9% ,d^tV Axdy&x .^ 
dr- '^dx^^ dx^ ' dx,dy 'W.V 



d 

ü 

SU untersuchen. 

Ist V ein ona den Elementen'«» «» ^> ^ 

«nsammengesetzter Anadrnck, nnd sucbt man für s eine 
Bolcbe FnnJctIon von y, «r, daaa. dabei daa beatimmte 
Integral' 

Vz=zf*f^f^V,da^.dy.dm 

«in Qrösates oder Kleiipates wird; so aetae man anr AbkBr* 

Mng p statt 7 statt nnd r statt Dann bat man nir 

die Bedingungen oufzusacben, unter denen der Aufdruck , 

5- ' ■ . 
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" dp^ dx ' ' dp,äf/' dx ' dtj 'dp.dr' dy * dw 

• </y i y • d^,dr ' dy ' dw ^ dr^ dw' 

beständijr positiv oder negativ bleibt, während man dem w alle 
stetig nebeneinander liep;cnden Werthe von c bis y beilegt, und 
bei jedem einzelnen dieser Wcrthc des w auch dem y Ulle stetig 
nebeneinander liegenden Werths von ö bis ß beilegt, und bei je« 
dem einzelnen dieser Wertbe des to und des y auch dem m w 
•letig ncbeneinmnder liegenden Wertlie tob m bia a lieilegt 



V. 

Heber die Hessketto nnd deren Berichtigung. 

Von dem 

Herrn Regierungs-Conducteur G. Berlin 

SU Grei&vraM.. 



Die meisten Fehler, welche bei der Messung einer geraden 
Linie mit der Messkette entstehen, rühren hauptsächlich von der 
Ausdehnung der Kette, veranlasst durch Dehnbarkeit dei dann ver- 
wendeten Eisendratbes und durch Attsecblcifen der Ringe her. 
Man ist daher ^enöthigt, dieselbe öfter zu berichtigen, was bei der 

fewöhniichen Einrichtung der l^Icssketten nur dadurch geschehen 
ann, ddss die einzelnen Glieder der Kette durch Nachbiegung der 
Haken wiederum verkürzt werden , wodurch eher niebt allein der 
Drath iprode und hart wird, ao dass ein Zerreissen der Kette tu 
befÜrehten steht, sondern auch die Berichtigung nicht mit der Prä- 
cision ausgeführt werden kann , wie es wohl erforderlich ist. Oft 
ist es auch dem praktischen Geomcter fast unmöglich, eine Berich* 
tigung der Kette, wenn Feuerarheiten dazu erforderlich sind, ¥or- 
sunehmen, da diese bei seinen praktischen Arbeiten ihn Blüht bbt 
längere 2ieit abhalten« sondern aneh nicht aller Orten eine Schmiede 
iat und selbst' auch vielen Geometern die manuelle Fertigkeit ab- 
gehen dürfte, die erforderlich ist» vm selbst eine solche Berichti- 
gung vornehmen zu können. 

Bei Richtigkeit der Messkette kommt es voriüglich darauf an, 
dass, wenn auch nicht die einaelnea Zehntheilo der Rlithe genaves 
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Maass hatten, «leDoocb die durch Wirbel abgetheiltea ^ff genau die 
Länge einer halben Ru^he haben, indem 3er kleine dadurch bei 
den einselnen Fassen entstehende Fehler liöebstens -riv Rnthe 
betragen ^ird, welchen nach den üblichen Maassstäbeo verjünfft 
auszudrücken bei ökonomischen Aufnahmen nicht möglich ist. ist 
eine grössere Genauigkeit, namcotlicb eine solche, die sich auf 
Hunderttheile der Ruthe bezieiit, erforderlich, so wird diese durch 
Anlegung eines Maassstabes, den Jeder üeometer bei sich zu füh* 
nm iat, en erlangen «ein. 

Bei meinen vielfiieben' praktisehen Messungen habe ick hat im- 
mer er&]iren, dass selbst hei der gpenauesten Berichtigung eine Ver- 
ändernng der Kette nach einem nur tiiglichen Gebrauche sich ge- 
zeigt hat; und man würde daher genötiiigt sein, auch eben so oft 
die Berichtigung vorzunehmen, wodurch dann die Kette an Solidi- 
tät verlieren würde, wenn man es nicht vorzieht, die mit des fal- 
seben Kette gemessenen Längen auf die richtigen xu rednciren, 
was aber um so eher zu Irrthumern' luhre|i kann, da nicht allein 
der Fehler kein beständiger ist, sondern auch der Messungen nä* 
mentlich hei der Boussolenaufnabme so viele sind, dass selbst beim 
besten Willen, wenn man auch den dadurch erforderten Zeitauf- . 
wand nicht berücksichtigt, Irrungen herbeigeführt werden. 

Ich habe mich daher einer Kette bedient, deren Berichtigung 
■■■ittelbar dnrcb Nachschraubung bewirkt wird, und glaube die 

fetroffene Binriebtnng als wesentli^e Verbesserung empfeblen an 
dunen. 

Man nehme zur Messkette nur englischen Drath von 2"' bis 
2y" Par. Maass Stärke; nur dieser giebt hei gphöri2:pr VVeichheit 
des Metalies die gehörige Stärke, die das Aüsjmtiueo der Kette 
erfordert Die durch die Stärke von bis 2^''' Par. Maass her- 
beigefübrte grössere Schwere der Kette kann in Besug auf die 
grössere Richtigkeit nicht in Betracht gezogen werden. 

Gewöhnlich sind die Rinp^c zur Verbindung einzelner Ketten» 
glieder von gegossenem Messinc;", die der eigenthiimlichcn Sprödig- 
keit des Mctalles wegen beim Schlagen der Kette leicht zersprin- 
gen, weshalb ich es vorgezogen habe, Ringe von gescliweisstem 
EÄwo anauwenden; 

Die jBinrichtung der die Ruthen beseichnenden Wirbel, wo- 
durch die Correction der Kette möglich Seemacht wird, ist f<)l«>-ende. 

Der Wirbel ist durch <i Balken (Taf. 1. Vi^. 5.) ^, c in 4 
«gleiche Theile getheilt; der mittlere 6 ist nur zur grösseren Halt- 
barkeit und zur Bezeichnung der Ruthen da: die Balken a uud^ c ^ 
sowie die Kndbalken d und e haben ovale Scheiben (/, f)^ die im 
Mittelpunkte jede mit einem Loche versehen sindi und zwar bei « 
und c rund (ff) und bei d und e quadratisch {A), Za diesen 
Löchern passt genau eine Eisenstange i, die zur Hälfte eine 
Schraube, zur andern Hälfte viereckig ist, und sich fleissig in der 
quadratischen Oellnung /i hin- und herbewegen lässt. Zur Fest- 
stellung dieser Stange dient die Mutter X:, zu deren Nichtver- 
rückiinff wiedemm- die .Gegenmutter I anj^ebracbt ist. Mit Hülfe - 
dieser^ Stange lässt sich leicht dnrdi respectives Anziehen und Lö* 

der Muttern ^ und i: die Correction der Kette bewirken. 

Die Wirbelhewegung wird durch den Wirbel m erreicht, der 
wie gewöhnlich durch einen Ring mit den Kettengliedern verbun« 
den i»t. Dem Mechaniker dürfte es schwer werden, des geringe^ 



# 

4 
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ren Raumes wegen die Stange i nüt den Wirbel' «i an T«niielen; 
eine Scluranbenaintter, die um du Aufdrehen an Terbilten, noeh an 

Ternieten ist, wird zweckmässiffer sein. 

Die Einrichtung der die halben Rothen bildenden Wirbel ist 
in Bezug auf die Corrections- Binrichtung dieselbe wie die der 
ganzen, nur wird es der Unterscheidung wegen zweckmässiger 
sein, die DimeBsionen etwas kleiner an «neben und den MlltnIbnU 
ken 6 (eblen zu lassen , wogegen zur Beseichnung der Linge die 
Spitzen a a' (Taf. I. Fig. 5.) anzubringen sind. 

Bei den Kndringen der Kette kann diese Corrections- Einrich- 
tung fehlen, du nicht nur die Ausdehnung der Kette in der IVlitte 
sich am stärksten zeigt, sondern auch die grössere Wirbeibewe- 
gung bei den Enden eine einfaebere Einriebtnng erfordert. 

GewfHiBlich sind die Kettenstäbe unten nit einem etwn swei 
Zoll langen Stachel versehen, der höchstens eine Starke von 
4"' Pap. Inaass hat. Bei dieser Einrichtung zeigt sich der Cebel- 
stand, dass des geringeren Widerstandes wegen hei gehöriger An- 
spannung der Kette uumeulUch in weichem Buden dieselbe fort- 
' geschleppt wird. 

Eine konische Spitze (Taf. I. Fig. 6.) wird Torsnaieben sein, 
da diese nicht allein mehr Widerstand gewährt, sondern auch der 
Einwand, dass die Stachcispitze genauer den Endpunkt der Ketten- 
länge hezeichne, dadurch widerlegt wird, dass beide konische 
Spitzen gleiebe Dimensionen haben und daber genau an dea ge- 
machten Oeffnnngen passen. 

Bei der Praxis habe ich erfahren, dass die LSnge der Ketten- 
stäbe von 5 Fuss für den Kcttcnzieher höchst unpraktisch ist, ein 
kürzerer Stab von etwa 3] Fuss ist demselben bandlicher, um so 
mehr er zum Eindrücken in den Boden mit der rechten Ilaod nach 
oben an rücken bat, und bei der Länge von 5 Fosa daa Ende den 
Stabes ohne Anstrengung, indem die linke Hand anm Festb ai tnn 
der Kette unten bleiben muss, nicht erreichen bann, was eine un- 
gleiche Kettenziehung herbeiführen würde. Die Länpfe von 5 Fuss 
dient ja nur dazu, um die Kettenstäbe hesser einrichten zu kön« 
Den, über ein geübtes Auffe wird ebenso richtig einen küraeren 
Stob wie einen längeren einriebten. Der Stab des RettenMtnra 
asnss aber des besseren Eänriebtena Wegen die übliche Länge haben. 

Die bei den Messungen anzuwendenden Zeichenstäbe sind g-e> 
wohnlich von Holz und werden in einem ledernen Köcher aofbe- 
wahrt; wie leicht aber ist es nicht möglich, dass eins beim Nieder- 
bücken oder beim schnellen Messen verloren gebe, auch ist der 
Kocber der freien Bewegung der Binde etwas binderHeb. Mit 
mehr Nutzen habe ich daner eiserne Zeichenstäbe angewandt, die 
an ihren oberen Enden umgebogen sind und auf einen Federhaken 
. (Taf. I. Fig. 7.^ aufgehängt werden, der wiederum ebenfalls durch 
eine Feder gesichert auf einen Ring gehängt wird. Dieser Ring 
ist an einem Riemen befestigt, der um den Leib geschnallt wird. 
Hierdurch ist nicht nur bei gebSriger Kraft dea Fedtrbakem Ä 
Verlieren unmöglich, sondern auch werden beide, der Kettenaielicv 
sowie der Kettenführer, den Gebrauch ihrer Händo frei Itaben, wn« 
um so notl< wendiger ist, da der Geometer aU Kettenführer nein 
Manual zu führen hat. 

Ob diese Verbesserungen der Kette schon angewandt sind , lat 
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mir nnbekaiiDt, wenigitens ist mir in keinen Lekrbnche der onik- 
tischen Geometrie darüber etwas Vorgekommen und glaube ico sie 
d^abitlb durcb Veröffenliicbong geaeinnöteig machen zu müssen. 



VI. 

üeber einige iMsttmmte Integrale, deren Werthe 
durch doppelte Integration gefunden werden. 

Von 

Herrn Dactor O« Scklömilcli 
in Wetinar. ' 



In einem Doppelintegrale zwiscben bestimmten Gränzen ist es 
bekanntlich gleicbgültip^, in welcher Ordnung die angedeuteten In- 
tegrationen ausgeführt werden} oder, wenn /(», ac) eioe beliebige 
Fonktion iweler toq eiiiMider onabhlngigen ?eriUiderllekeii ob 
bedeutet und m iuid'.& die GränAwertke fnr 4r, « und die liir • 
beMiehnen, eo bei ouin 

Dieser Satz wird dadurch eine reiche Quelle bestimmter Integrale, 
daas es in vielen Fallen möglich ist, bei der einen Integrationsord- 
nong ein Integral, bei der anderen beide Integrationen auszufüh- 
ren, wodureh man ,nnmittelbar su dem Werthe eines bestimmten 
iBtemles gelangt. 

wir wollen hier eiaise Enlwiekelnniren dieser Art nittbetteii. 
Eeisf^' 



Ferner hat man 

oder nach dem Vorigen 



üiyiiized by Google 



72 . , 

— 2 •"•»—1 ^ u' — a • • * «»—1 

d. I. 

y>__j£ Li > /IL 

Auf dieses Inte^rnl lässt sich das oben aoigfeiproebene Primip ii 
Terscliiedener VVeise anwenden. 

AIad multiplizire ersliicb die Gieichuug mit 2ui^ uod iote* 
grire oacii « swiicbeo den Grilnsen • = a, • s 0, so iit 

da: g*a du 



iloke Seite geht deieb Unkehrtof der latBgftliaB in Mgte* 
den Ansdrnck über: 

'Die rechte Seite jener Gleichnng ist ss9r/(l-i-a)y ■itbin - 

Mao kann dieses Integral noch unter anderen Foroien dnratellee. 
Setzt man nämtteh ar==as, wo « eine nene Veranderlichn itt, so 
wird dasielbe: 

Nimnit' man dagegen ^ss-^» d^sss— und weäa 

^ = oc, = 0 geworden ist, hat x die Wertbe 0 und ao ange- 
nommen; daher ist das Integral 

mithin aneh 

y^*r:^5i+«v)='^AiVa). (4). 

Man mnltipliiice femer die Gleichung (1) mit nnd integrim 
m iwischen den Grausen »ssoe^ «sa, so ist: 

Die linke Seite wird durch Ümkehmng der IntegmtionsordBiwg 
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Bi ilt aber bekumtUdi für jedes p 



AretoD vf-ArcteD -^ssAretaD oo 



oder 



ArctaD -z" = Arctan oo — ArctaD p 

9 

BBd daher gjBiUütet sicli jeutee lotegrel fiir t^ss*^ folgeaderMMea: 
Alf der rechieB Seite ist 



■itkU 



Wir beben daher 

1 

eder weoB wir iberhaept a fUr — sehreiben: 

/o ri:^'- w • °ä (5)- 

Fir 4r = -^ geiUltet eich die Gleiehoag folgenderaatt eo : 

y — dSg . Aretan % n_ /(!+«) ^ 
e. ««H-s« • » — 2 • a» • 

Aef die gefuDdeoeo Integrale lässt ^ich die bisherige Metjlede selbst 
wieder anwendea. Man aiultipliaire oftnlieh die Gleiehaoff (3), in 
weleher « = « gesetat wird, mit %mlu uad integrire Baeli w awi- 
iehen den Gränaen wqs«, wsssO, lo iKoauat: 

Die «Blee Seite iit aneh 
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Mtkt» Seite Unt lich mA it Fwaal ^ 

» 

leicht näher beitiBB«ii. Man findet 

y^'/(i+ii)Ä=(i+ii) wn-ii)-ii-i/i-ii 

Folglich haben wir: 

Fiir M^-ji ^ = ^ ergiebt aieb bierai^ 

/> + g)Ai+S)^=2-(i-*:i)Ai-Hi)-|. (7). 

Man setze auch iu Formel (6) a = ««, muitiplizire mit du ond in> 
tegrire swiseben den Grilnien »s^oo, «so, ao koant- 

• •/ • •/ 0 « 2 •/ « 

Die Unke Seite IXaat aleh aneh m acbreiben: 
— Arctan « / -z— — i 

=y ^ ^ Aretan s . — (Arctan oo — Aretnn j| 
^ Aretan » • ArctaH . ^* 

Für die rechte Seite balwB wir nach einer iMliannten Rednctioas- 
forawl " * . 



u J u 



du 



Nach den gewöhnlichen Reffela, wodurch nan 
atiBBt aeheineBdeB Brüche Ceatiniait, findet auin 



Wertlie anbe- 



^ =0 rar «SQO, 



folglich 
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Wir Ubtm 4tä»tt 

Für « = ergiebt liek Merain 

y^-Ar^ ^. Arct.» £■ . l^- AH- + AH-^«. (8). 

Für a=zß=zl hat mao z. B, 



Es würde nicht leicht sein, dieses rein numerische loteffral, desseo 
WerA sich hier sehr ungezwungen ergiebt^ für sich alieio' su b«* 
haDdeln. Bfan sieht daraiis> dfass es in der Theorie bestioiBter In* 
fegrale wesentlich daraaf ankommt, den in Rede stehenden Inte- 
gralen mög'Iiclist viele, von einander unabhängige und beliebige 
Constanten zu verschaffen, deren Variation neue Fonnen hervor« 
bringt, welche oft leichter zu behandeln sind. 



vn. 

Elementare Bestimmung des Schwerpunkts des 

sphärischen Dreiecks. 

Nach zwei Aufsätzen der Herren GiaUo und Besge in 
dem Journal de Math^iliatiques pures et appUquees, 
publik par J. Liouville frei bearbeitet 

▼on 

t 

dem Herausgeber, 



I. 

In dem gcoaunten Journal T. VII. p. 59. hat Herr Ferriot, 
ReeCeiir bonoraire i» TAeaMite 4t GreatMe» eise gsu elMieB- 
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tare Beitimmnog des SchwerpookU des spbäritchen' Direieeks si 

Seben Tenaelit, w«lcbe jedoch . naek aDtmr'Ueboraeui^uDg als völ- 
g TOranglückt su betrachten isf. Anf das Ungenügende dieser 
TOD Ferriot angewandten Methode bat in demselben Journal 
T. VII. |>. 516. zuerst Herr Beseite aufmerksam gemacht, und zu- 
gleich bemerkt, dass T. IV. p. 386. Herr Giulio, Professeur ä 
rUniversit^ de Turio, die BeatimmoDg des Schwerpunkts des sphi> 
riscben Dreiecks.avf einem tod ihm mit Hülfe der lategralrecb- 
Dung bewiesenen Satz gegründet habe, dass sieb eher dieser Sati 
auch solir leicht und einfach bloss mittelst ganz elementarer Hülfs- 
mittel beweisen lasse, und dass auf diese Weise mit Beibebaltuog 
der übrifi^en von Herrn CSiulio angewandten Betrocbtuoffen eine 
völlig eßmeatare Bestimmnag des Schwerpaakts des spEftrisebea 
Dreiecks gewonnen werden könne. Diese nach unserer Ansicht 
die Beachtung der Lehrer der Mathematik recht sehr Terdienenden 
Untersuchungen der Herren Giulio und Besge auf ganz elemen- 
tare V^^eise darzustellen, ist der Zweck des vorliegenden Aufsatzes, 
wobei wir übrigens nicht unterlassen wollen zu bemerksn, dass die 
erwähnte Abbndliing des Herrn Gin Ii o noch mebrere. ander« aebr 
bemerkensvertke und aiemliek allgemeine Sätse entbilt. 



n. 

Mao denke sich ein unendlich kleines Element JE eioer mit 
dem Halbmesser r beschriebenen KngelflSebe, und die Bbene einet 
grSssten Kreises der entsprechenden Kugel, welche wir im Fei* 

genden die Momentenebene nennen wollen. 

Die lüntfernung des Elements JS von der Nomentebenc sei 
so ist £^ das Moment des Elements E in Bezug nuf die «nge- 
nommene Momentenehene. Bezeichnet aber i den Neigungswinkel 
der dnreh das Element E gelegten Bernbrungsebene der Kogel 
gegen die Blomentenebene» so erhellet leicht, dass '^ssr cos l| 
nna folglich das Moment ^ 

Eq-=iEr cos i 

ist. Nun ist aber nach einem sehr bekannten Satze E cos d der 
Flächeninhalt E der Projection des Elements E auf der AI ohmb- 
tenebene; also ist das Moment • " . 

Ist jetzt F ein beliebiges ganz nuf einer Seite der Momeoten- 
ebene liegendes Stück der Kugclfliiche, so denke man nch dasselbe 
in unendlich viele unendlich kleine Elemente 



E^, Et9 <^if Em 

zerlegt, deren Projectioneu auf der Momeotenebene respective 

E, E,, E., En^ 

and deren BntferouDgeu von der Momeotenebeoe respective 

f> l'lf f« 



ü 
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teiD mSgCD; so sind nach dem Vorltergchendeo > 

Er, B,r, D^r, E,r, JB»„r 

die Moneottt dieser Elemente in Bezugs auf die ADg^Dommene Mo- 

mentcnebene, und es ist also nach den bekannten Lehren der Sta- 
tik, wenn Q die Entfernung des Schwerpunkts des sphäriicben 
Flächenstücks F von der MomentenebeDe bezeicbuet, 

also 

Bezeichnet aber jetzt die Frojection des sphäriscbCQ FliehaB« 
•töcks F auf der Momenteoebeoe, so ist offenbar 

#'>=:i^+i^,+^,^^,H- h^», 

und tolgplich nach dem Vorhergehenden 

FÜ=F*r 

•der 

F : r = r : Q, 

woraus sich ein leicht in Worten auszusprechender SatB ergiebt. 

Absichtlich haben wir bei dem Beweise dieses Satzes die obige 
^anz einfache Darstellung gewählt, bemerken abcr,^dass sich die- 
selbe auch leicht durch eine (iränzenbetrachtung zu grösserer 
Strenge erheben lassen würde. 

Von diesem Satze kann nun die folgende Anweadong auf die 
Bettimaiang des Schwerpunkts eines sphärischen Dreiecks gfemaekt 
werden, wobei wir wie p^ewohnlich in der sphärischen Trigonome- 
trie annehmen, dass keine vSeite und kein Winkel dieses sphäri« 
sehen Dreiecks grösser als 180° ist. 

Hl. 

Den Mittelpunkt der mit dem Halbmesser r beschriebenen Kn^ 

gel wollen wir im Folgenden durch 0 bezeichnen. Ein auf deren 
Oberfläche liegendes sphärisches Dreieck sei ABC. Die Winkel 
dieses sphärischen Dreiecks werden wie gewöhnlich durch By 
C, und dereu Gegenseiten durch 0^ c bezeichnet. Sein Flächen- 
iohalt sei und A'^> A^^ Wien die. Pläcbenr&ume seiner Pro- 
jectionon auf den Ebenen der Seiten «f, 6, c, d. i. auf den Ebenen 
der Winkel BOC, AOC, AGB. «ind nun X«, Xa, Xc die Ent- 
fernungen des vScIiwerpunkts dieses sphärischen Dreiecks von den 
Kbenen der Seiten c, d. i. von den Ebenen der Winkel 

SOC, AOC^ AOB; so haben wir nach dem in II. bewieseoen 
aUgeneineB Satze die drei folgenden Gleichungen: 

"1) X«Är.x> ^*=«*«Xt X9=r*^. 
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V 

Wenn die Seiten c sämmtlich in Graden ausgedrückt sind, 

60 erhält man die Fläcbenräumc der Sectoren BOC^ AOC^ AOB 
durch die folgenden Gleichungen: 



Irrt 

Ferner liBd 

BOC. €08 B und BOC . cos C 

die, jeBaebden die Winkel B^ C kleiner oder grösser mh 
sind, positiv oder negativ genoBneBen Projectionen des Secton 
BOC auf den Ebenen der Sectoren jiOB und jiOC. Eben 
so sind 

jiOC. eoi Jl nnd AOC, €«■ C 

die, jenachdem die Wickel C kleiner oder grösser als 90° sind, 
positiv oder negativ genooiBienen Projectionen des Sectora AOC 
auf dien Ebenen der Sectoren JÜB nnd BOC Endlieh lind «if 
dieselbe Weise 

AOB • cos A und AOB • cos B 

die^ jenaebdem die Winkel A, B kleiner oder grösser als 90* 
sind« positiv oder negativ genommenen Projectionen des Sectors 
AOB auf den Ebenen der Sectoren AOC und BOC, 

Hieraus und ans. 2) erbellet nun aber sehr leicht, dass in völli- 
ger Ailgemeinheit 

^m=BO€^AOC.eüB C^AßB ,e&B i?, 

^i:= AOC— AOB , cos A — BOC. coB C, 
^^=zAOB — BOC.eoA B — AOC.cq% A\ 



also 



^^.=^ {ß~»^b eoB €?— « eos B)^ 
[^srr— (Ä — « eos A^m eos C), 
A#=«n • B'-^d cos A) 



360 
ist« 

Weil Don, wenn nurli die Winkel A^ B, C sämmtlich in Gra- 
den- ausgedrückt sind, uucii einem bekannten Satze von 4cm spbä- 
riseben Dreiecke 
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M Ut Back Vf, » 4]h 



5)(XÄ = ir . 

jr • 





— b cos C — c 


cos 


B 






180 






— c cos A — a 


cos 


C 






180 


> 


t-^a cos Ä — Ä 


cos 


A 






180 





wodttrtli iiiitt oftiAar ^1« Lag^e det Sclmrpttiditi ddi iplilriielWB 
Dnieckf ▼ollkomei bestiainit ist 

Wir wollen jetzt den Mittelpunkt 0 der Kugel ab den An« 
§tm% eines rechtwinkligen Coordinatensystems der die Ebene 

des Sectors AOB als Ebene der xy^ und den Halbmesser OA als 
den positiven Tbeil der Axe der x annebmen. Der positive Theil 
der Axe der y soll auf derselben Seite der Axe der a: liegen, auf 
welcher der Punkt B liest , aod der positiTe Tbeil der Axe der % 
toll auf derselben Seile der Bbeoe* der xy liegen» auf welcher der 
Punkt C liegt 

Dies vorausgesetzt ist nun zuvörderst offenbar, wenn y^ % 
die Coordinaten des Schwerpunkts des sphärischen Dreiecks ia Be-- 
sug auf das angenommene 8jstem bezeichnen» 

abo nach 5) « . 

j e — a cos B — b cos A 

Denkt man sich aber von dem Schwerpunkte des sphänscken Drei* 
ecks auf die Axe der a: ein Perpendikel gefällt, bezeichnet dieses 
Perpendikel durch ^, und den von demselben mit der Ebene der 
xy eingeschlossenen, nach der Seite von B hin liegenden, 180<* 
nicht übersteigendea Winkel durch so erhellet mittelst einer 
ganz ein£uchen geometrischen Betrachtuig, dass in' völliger Allge* 
■einbeit 



and 

ist. Abo ist 
oder 



Xi^9 aia (:^ — SP)» X*—^ 9 

Xh sin {A — (fi 

Xc «in 9. 



jj^=3iia A eot jp^^eoi jif 



mni folglich aaeb dan Torbenrefaaaden, awa nihalicb ia^ dia- 
atr Gtocbaag 
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»eUt, 

Xkssf^ sin A'—Xt co« ^, 

•Ito 

Xb-^Xe cos ^ 

, y = " — 5^3 • . 

Führt man nun fiir Xh und X9 ihre aus 5) bekannten Wertlie eis, 
•o erkali man 

r b sin — gfcos C4-C0S A cos g) 
Nun ist aber nacb bekannten Formelp der apbäriscken TrigOMMirie 



cos r'-f-rns ,-/ rn^ // 

COS c = 

und folglich 



CO« C- t-cos A cos B . 
sin ^ 

Also ift oaeh den Vorhurf^eheBden 

h sin — « TOS e sin 



^4./f^.C — 180« 



Man nelinie Jetit O als den Anfiing^ eines neuen rechtwinkli- 
gen Coordinatentystems der Sß' »' an. Die £bene des Secton 
AOB sei wieder die Ebene der a^'y^ und der Halbmesser OB sei 

der positive Theil der Axe der a:\ Der positive Theil der Axe 
der y werde so angenommen, dass er mit dem Punkte A nicht 
auf einer Seite der Axe der a:' liegt, und der positive Theil der 
Axe der liege nuf derselben Seite der Ebene der x't/^ auf wel» 
eher der Punkt C liegt; so ist, wenn V die Goordinatea 

des Schwerpunkts des sphärischen Dreiecks ABC in diesea 8y* 
steaie sind, nacb den Vorhergehenden offenbar 



also 



. •■ a sin B-^h cos c sin A 



. t cos g sin A — a sin B ' 



# • 

Nach der Lehre tob der Verwandinng der Coofdinatos iai ahar te 
völliger .Allgeneinheit 

' Of^jp' cos c — ^ sin 
j^ssa/ sin e+sr' eos e; 
lalgUcb» wenn nan 4/ dininirt, 
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% 

^ y cot er— y 

Sin r 



Fübrt man nun in diese Gleichung die aus dem Obigen bekannten 
Wertbe von y und ^ ein, so erhält man ohne Schwierigkeit 



I g sin e sin ß 
»'* *^-|-ifH-€?— 180» 



■nd hat also nun überhaupt die folgenden Ausdrücke für die Coor- 
dinnten y, % dea Schw«rpjmikti .de« 8|>li8iiaeken Draieeka ABC 
in den ciaten der beiden oben angenonttenen SjatAmns 

^ ' a sin c sin i? ' , 

j ^ sin — g cos c sin i? 
— ^-f-Ä-hX — 180 » 

e—a cos — cos A 

Ana der ersten dieser drei Gleichungen ergiebt sich auch, dasa^ 
wenn wir die Rntfernunf^en des Schvrerpunkts des sphärischen 
Dreiecks ABC von den Ebenen der drei auf den Halbmesser OA^ 
Oßi 06' senkrecht stehenden grössten Kreise durch X^, Xß^ Xc 
keieiebnnnt «id udiean' Bntfmniigen iiunnr r^n O' muk mai 'dm* 
Richtungctt -dnri.l]dNnaMeB OA^: OB; OC aelbat nbaahnniny 
jdderanit 



a sin /y sin 


C 




-180 


b sin c sin 


A 




-180 


c sin a sin 


B 



a sin c sin 






•IM* 


b sin a sin 


C 


i*-hZf-|-C^180* 


r sin b sin 


A 



180 — *^ • >i-f-/?-|-C— 180 



iat \ , 

Zu diesen drei letzten Formeln gelangt Herr Giulio a. a. 0. 
durch eine unmittelbare geometrische Betrachtung mit Hülfe des in 
II. bewiesenen Satzes und der aus der sphäriaeben Trigononntrie 
'beknnnteii Anfldsnng der recbtwinkligen sphärischen Dreiecke. 
ÜBB'aebeint jedoch die vorhergehende mebr analjrtiacbe Ableitanjip 
ana verschiedenen Gründen den Vorzug an verdienen, welebea wei- 
ter SU erörtern hier an weit führen würde. 



.V. 

Wenn ABC ein rechtwinkliges sphärisches Dreieck und A 
der rechte Winkel ist, so ist nach 6) und einer bekannten .Formel 
der sphärischen Xrigonumetrie 

Taell IV. 6 
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j a am c •in B 

j ^ — g cos V 

r I c — g cos B 

Ist ABC eiD gleichschenkliges sphärisches Dreieck und az=.b^ 
also auch Az=.B^ so nehme man den Halbmesser der Kugel, wel- 
cher die Seite c halbirt, als den positiven Theil der Axe der jr, 
die Ebene der Seite c als Ebene der 3cy^ und den positiven Theil 
der Axe der % auf derselben Seite dieser Ebene an, anf welcher 
der Punkt C liegt. Dann ist nach den Formeln 8) und bekannten 
Elementarsätzen der Lehre vom Schwerpunkte 

a sin \c sin A b sin ^ sin B 

- c — 2a cos i< , c — 2^ cos B 

ISO"***' 2i?-|^C— 180' 

Für a=^ = 90 ist auch ^ = ^ = 90, und folglich nach 9) 

90 sin 4c ^ 

weil nämlich der Winkel C in diesem Falle von der Seite e ge- 
messen wird, also, da alle Seiten und Winkel in Graden ausge- 
drückt sind, Czrzc ist. 



VIII. 

Geometrische Aufgabe. 

Von 

dem Herausgeber. 



Man soll, wenn ADß in Taf. I. Fig. 8. eine aus dem 
Mittelpunkte C über der grossen Axe AB mit der klei- 
nen Halbaxe CD beschriebene halbe Ellipse ist, der 



Google 



\ 



pDDkt E in dieser Ellipse eine solcbe Lage hat, dass 
die beiden von E nach den Endpunkten A und D der 

JroiteB und kleiaeB Aze^ gezoffeueB SehBeB ,JIB and 
)B gleiche L&Bff« liBken, und der Wlttkel ACE^ unter 
welchem der Baeli dem Punkte E gezoffeBe Radius Vec- 



tor, CE gegen die grosse Halbaxe Cjf geneifft ist, als 

fegeben betrachtet wird, das Verbäitnias der beiden 
zen der Ellipse bestimmen. 

Die grosse und kleine Bafbaxe der BUfpM beseiekne man wie 
ffewökBlick dvrdi m snd den gegebenen WiBkel ACB dBrck e». 
voD E falle man auf die groeie Axe AB dn Perpeadikd BP^ 
Bad letie CF^w^ EF^^\ so iat 

and folgliek, weil naek der VoraBitettdng AB^DB iftt, 

(ar • «)» -f- = or' -4- (y — 

wereua läek 

oder * . 

1> a*— Ä»=2(«a? — Äy) 

eigiekt Nack der Tkeoti^ der KUipae kat auiB ferBer 

t 

oad ia den IMeöke CSF i»l 

3) yss« taug a>. 

Fiikrt bmb diesea Ausdruck voa y ia die GtoMoBgea 1) uad 2) 
dB) ae erkilt naia 

* 

0* ^ 6* h lang a»)«;, 

also, wie mau leicht findet, 

^ ^ . — (g* — b"^) cos ü> 

~" 2(a — b ung w) 2(« cos w — Ä sin w)' 

^ tf*^* ä*b^ cos <u* 

* b^~^U^ taog tt>» a» sin 01*4-^' cos »*' 

weraae aiek die fMeiekaag 

4«'ä*(ä — A taug (I))* 
. ==(•» — ^*)» {b* taag ai*), 

und folglich, wenn man auf beiden Seitea durch 6^ dividirt, die 



Digitized by Google 



84 

=(7;-»)* (»-»-p»^-'). 

■ 

oder,- wenn natt,der Kfine wegen 

seUt, die Gleichuog 

5) 4m*{m — tang a>)* =s (»• — 1)» (1 + taog ai«) 

ergiebt. Entwickelt man diese Gleichung gehörig, so bringt sus 
sie leicht auf die folgende Form: ' 



6) tang CD* . «* — (3 + 2 tang o)*) 

+ 8tang w . ^ (2 + 3teDg w') + 1 




oder auf die Form 



7) »• — (2-f.3cot w») «* 

H- 8cot (i> . f»' — (3 + 2cot o»*) H- cot of* 




'weichet eine CSleiehunff des sechsten Grades ist; in der das sweite 
Glied und auch das die erste Potent der anbekannten Grdaae * 
enthaltende vorletzte Glied fehlt. 

Die vorher aufgelöste Aufgabe hat Analoffie zu einer andere 
Aufgabe, mit deren Hülfe man in der physischen Geographie oder 
l^Ieteorologie die scheinbare Gestalt des Himmels zu bestimmen 
pflegt, worfiher man mit Mebrerem lAohrbveh der Meteorole- 
ffie Ton L. F. Kämtz. Tbl. III. Halle. 1836; S. 45 nachsehea 
kann. Diese Aufgabe ist folgende: 

In Taf. I. Flg. 9. sei yllJß ein Kreisabschnitt, der 
nicht grösser als der Halbkreis ist. Der Mittelpunkt 
des Kreises, weichem derselbe angehört, sei Oy und der 
Halbmesser OD stehe auf der Sehne j^B dieses Kreis- 
ahsehnitts in C senkrecht. Wen« man nnn den Winkel 
ACE kennt, für welchen die T^inie CB eine solche Lags 
hat, dass die Bogen AE^ OE^ und also auch die Sebnen 
AE^ DE einander gleich sind: so soll man das Verhält» 
niss der Linien ^C^und CD zu einander bestimmen. 

Den Winkel ACE bezeichne man durch a>, und fälle von E 
anf den Halhmeaaer OD das Perpendikel BF. Den Hnihnoaser 
des Kreises beseichne man durch r, nnd'setse 

OFz=za:, EF=yi OCsas^^ AC;^y^s 

so ist 

Ferner ist " 
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and Iblglieh, weil OMh 4er Bedioguag der A«%dbe AE*z=zDE* i«t> 

woraus mao oach gehöriger Entwickelueg mit Hülfe von 8)r die 
61eicbwig 

9) rjp == aroTi + yy, 
eriiäit Endlick liat Ben neeh die GleielittBg 

10) y=:(« — cot w. 

Se^t ■en nun 

so ist. 

il) ClzEiastP oder r — «,ss:y,t|. 

• % 

Ani der Gleichwig il) felgt 



^Bo wegen 11) 



(r—^,) «=syy. eder -— ^ 



12) y=samt ^ . 

and daher nach 10) 

a:uz=:(je — ^,) ,cot w, 
woraus sich . . ' 

aiao. nach 12)- 

14) 1/5=:« ^ 

y—i^u trag « 

ergiebt. Führt man diese Ausdrücke von a: und y in die erste der 
Gleichungen 8) eia, so erhält man 

r — or, • tanjg 

alte . 

lö) (y^J — ly^J, • (l -ü tang «)•• 
Aus der Gleichung 11) folgt 

und ea iai alao nach dfsr iweiten der Gleichungen &) 
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womit ndi leidU 

ergiebt. Weil nun. oac|i 11) 

ist, Bo ist nach 16) 

Führt man nun die Ausdrücke 16) und 17) in die Gieicbniig 15) 
ein^ so erhält map 

also . 

, 18) (1 4- u*) (1 — « taug wy = (1 — •»»)». 
Na^ ga^Sriger Batwickalong arhUt naa aaa ^iaaar Glatchnog: 

19) 0 = (1 — tang a>')»' 
H-Staagw.»* 

-(S-ktaagf»*),.« 
•4-2 tang o», 

odar, 



' atang «a 



ist: 



tang «> 
Aach ist 

S -f. tang (D^ ^ icos lu* -f- sin tu* l^-2cos «u* 
1 -r tang 0»' "~ cos — sin co» 2*» 

♦ 

Aber bdianatlieh 

2co8 (II* = 1 «4- cos 2itf, 

«ad folglich 

$-1- tang Ol* 8-1- cos 2« « . o o * 
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IMir IM iU 4iB «Ufr« 61«kliiiiig >iir Begtinnmog dei gemtli- 
teB TerbiltoiiMf « aocE unter der Form 

21) ü'-fteng 8ei.«'^^(l4-2flec 2a))»4-Uiig 26i=:0 

daretellen. 

Die Yon KäMtB a. lu 0. gaos nach tCKsiner (Smith 
Lehrbeffr ifr der Optik« 8. 50) gegebene Auflösung ist von der 
vorhergehendea verschieden, indem l»ei denelbea daa Verhäitnias 
« nicht unmittelbar gesucht wird. 

Eine Wolke, die sich in einer Uöhe von Uber dem Hori- 
lonte befindet, scheint nach Smith das scheinbare flimmelsfl^wölbe 
tn halbiren. IHr diesen Werth von o> ergiebt sieh nach K&mts 
a. a. O. nahe «#==0,3. Die scheinbare Eutferuuog des Zenitha 
vom Beobachter beträgt also nur nngefahr 0^3 der antfemnng dee 
Horizonts vom Beobachter. 

Es scheint mir, dass von den in diesem Aufsatze behandelten 
Aufgaben ein zweckmässiger Gebrauch beim Lutej-richte gemacht 
werden kaan. Die Schüler können aneh zur eisnen Beobachtung 
des ackeinharen HImmelagewönmi angeleitet werden. 



IX. 

lieber das independente Fortschf^tungsgesetz 

der numeriscben Coefficienten in der Entwicke- 
lung der höhere n Diiferentiale der Function 

3ß V^a^ — imd Uber zwei ESgenscbaf- 
tea der Kegelflftohe zweiten Grades. . 

Von dem 

Herrn Doctor A. R Luchterhandt 

' tu Königsberg i. d. N. 



I. 

Üas independente Fortschreitu ugsgesetz der numeri- 
scben Coefficienten in der Entwickeluns der höheren 

Differentiale der Function y = K — 
Im dritten Tbeüe des Arehiva S. 243 and 247 bat Herr Pro- 
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i 

fiMior Gnmtri'fftr die obeBgenaBoltn CocHlcMateB 4to BemriMM- 
fomelit 



^. 




* < 


2/1-1 


2» 

^, 


= (4» 




2«— l 


in 
^, 


= (4» 


- 6)X V 5 


2»— l 


2n 

^, 


=r(4. 


2«— I 


»1—1 



(1) 



2m 2«— 1 2i»— 1 

^„_2 = (2// -f- 2)./,-, -i- (2» 3)^,^1, 

2« 2H--1 

2II-I-1 2ii Zn 

-^„ = (4«l— 1)^0-4-2^,, 

jro.|.| ^ 

= ihn i- 3)urf, 

iN-f-I 2n 2a - 

^, rs (4m — 5M, -I- 6^tf 

2n4-l 2n 2a 

urf , = (4ii - 7M, -4- 8^^, >(2) 



2iH-l 2/1 2fi 

iMtwickelt, aus deoen wir jetzt daa indepeiideBte IHldnogsKeietB 
ableite« - wollen. Fasst mao ztinächst die Coeffieienten lai 
Auge^ so sieht maa bald« a^pb welebeai Geaeta aia gebüd^ wer- 
den, denn da man 

Jo = -^, = l, ^o=^* = 3. l, Jo = i. = 45 = 5.3> . \\ 

= -i« = 1575 = 7 . 5» /3' . 1 • 
bat» so sebiieut maa, dass allgemeio 

il==(«<»— 1) (2» — 3)» (2ä — 5)« 7*.5«.^».1S 

X = -i- 1) (2i» - 1)» (2» - 3)» 7» . 5» . 3» . i» 

sein werde. Die Gfiltiglteit dieser Aasdrüelte angeiieainMD, erbilt 

■an nun leicht durch successive Anwendung der Recursionafor- 
mein (1) und (2) für die folgenden Coefficieinten die Werthe 
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I ^ ^ ^ T 

: • ^ ^ ^ 

*, I I ^ Ä I i. 

-2 " * i ^ ^ 



I I « + L I 



9 
I 

sr 1^ ? 5^ 



0( 



• T J. ^ _ M 

+ + I -3 ^ 

ö X t « ■ 

I I » * Ca 

^ ^ ^ ? ■ 



09 



Das BilduDp;s^e8e(z spricht sich zwar ooch nicht mit vollkonimner 
Kestiinintheit in diesen Ausdrücken aus, man wird aber durch die- 
Nelbeu auf neue Recursionsformeln geführt, die dann rückwärts 
duB Gesetz der indepcndeuteu Ableitung der Coefficienten liefero. 
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Am der Bntwickelung der QnotitateB je sweitr wf eioandtr fol- 
gender CoeffieienteB ergiebt nch nftnllä 

<«t«». 27s — ^ 



SM 

^. 


= 2 


» ' 


-2) (n 




2« 






= 2 




- 3) {n 


-4) 


2» 

^„ 




• 


♦ .7 






2n 


= 2 


in 






3m 




• 


5.9 








^. 


= 2 


« 


-5) (« 














-6) (« 








• 


7 . 13 







■ 

wone^ dlgeoMhi 
oein würde, nnd 

"^L.« - 1) *y' 





2.5 






-2)<if- 






.t.7 






-3) {n- 


4) 




4.9 




in 


-4) (II- 


5) 




5.II 




in 


-5) (n- 


ö) 




6 . 13 




in 


-6) {n- 


7) 



— ß\ r«. _ »\ i*ihi-i 



wonach allg^wteio 
wäre. 

Substituirt man otto nach und nacU tilr A^^ a. s. w. ihre 
Werthe, so bat qian . « 
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2n 



Mn—l) y 

-«I 



Dt 



^* — ^ • 1.1 



ynd 



5* TTTTTT 

— * . 1.2.S.5 

■ 1)- 



2n+l 



*J+1 04 (ii-2)« (ü~»)« V' ^ 

■ 

Nach dem Bildungsgesetz , diis hier gaoa unsweideutig hervortritt, 
würde moa nun atlgemein 
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erhalteo. Um nun zu zeigeo, doss diesen Formelo allgemeine Gül- 
tigkeit zukomme, wollen wir nachweisen, dass dieselben, wenn sie 
von bis Aji richtig sind, auch noch für Apj^i stattfinden. 
Setzen wir zu dem Zwecke in die nach (1) stattfindiende Formel 

für Ap nnd Ap ihre voranstehenden Werthe und reduciren, so er- 
giebt sich 



Google 
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Weott naD ebeoio » die nach (2) g^ültige Fora«! 

die Wertke von y^p^i und eioaetzt uod in dem hervorheben- 
den Ausdrucke m + 1 mit m verftausebt, lo erhält iian 
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Die Ausdrücke (5) und (6) sind aber in p^l so gebildet, 
wie die entsprechenden (3) und (4) in und hiernach wäre dai 
aufgestellte Bildungsgesete richtig, wenn wir nur nodi die eiosige 

Toraussetzung, die wir uns bisher erlaubt haben, als xiilia^ 
nachweisen können« Dieselbe betraf aber das Bildungsgesetz der 
Coefficienten mit deren Hülfe wir die anderen ableiteten. Wir 
können uns aber von der Richtigkeit unserer Annalime über die 
Coefficienten Quf folgende Weise vergewissern. Die Coefficien- 

ten An—i und i lassen sich nämlich, ohne auf die Coefficien- 
ten Jlo zurückzugehen, unmittelbar aus den Recttrsionafornein her* 
leiten, denn nach denselben bat man 

■ ti • 



II II II II 



? ? 
+ + 



1 

? _ _ _ 

t « ? f « 

? i. t II 



I M l 

'S ! • f i 



•4 



1 
II 



Li r ■ 

: r II 
: : p 

Setzt man aber in den obigen Wertb von -lip die Zuhl p^m—l) 
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SO erhält nan den eben entwickelten *Aii«lniek. Aus dlesef lieber* 

eiDstimmu Dg folgt daher auch die Richtigkeit des für aoge- 
oommeuen Wertnes. 

Wir kDÜpteo hieran noch eioe Bemerkung über die Summe 
der Coeffietenten in der' BntwickeluDg der versehiedenen Dlf^ren- 
tiale. Addirt man nämtich die GleichuDgen (1) und ebeoBO die 
Gl^icbiiiigett (9, «o erhiUt man 



Im 9m Sil Im Iii t 9»— 1 Sr— 1 

nnd 

2»+l SM-l 2IH-1 2n+l 2n 2h 2» 



oder kürzer 



SM 2«— 1 2ft 

SA = {hn - ZySA, 2A = (4« — 1):^^, 



nnd liiema«li 

4 

Xär=(2«-3) (2w — 5) (2<ii-7) 5.3.1. 



II. 

Zwei BigenseiinfteB der Kegelfiäche zweiten Grade». 

Ä. 

Die allgemeine Gleichung der Kegelfiäche zweiten Grades, de- 
ren Spitze im Anfiangspuakte der Coordinaten liegt, ist bekannt- 
lich folgende: 

Wir legen ein rechtwinkliges Coordinatensystem zu Grunde und 
woilcD die Coefficieuten der Gleichung (1) durch die Bedingung 
bestimmen, dubs die Kegelfiäche durch die drei Axeu und die bei- 
dan GeraAni geht, denen die Gleichungen 



zngehören. Setzt man nun iu (1) ;s = 0, um die Gleichung der 
Durcbschnittscurve des Kegels mit der Coordiaatenebene (<xy) zu 
erhalten^ so ergieht sich die Gleichung 

Ax*^Af^^%B"stfis:i% (\) 

7* 
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die sich, weisen der Natur der Kegeifläclieii , im Altsremeinen in 
zwei reelle F^uctoreu ' vom ersten Grade zerlegen lassen muss. lo 
unserem besonderen Falle Killen* aber die Axen der xc und y die 
Durclisclinittslinien sein; diesen Axen entsprechen aber re«»pectife 
die C-leicbungen ysssO und 07 = 0, sq wie Ibrem Systenw dje 
GJeicbung 

aryc=: 0 (5) 

« 

zagebört. Man siebt alsoj, dass lo der Gleiebnng (4) die Coeffi- 

cienten A und ji*s=sQ werden müsseu, wenn diesiilbe dm Sjsten 

der Axen der a: Und y dursteilm soll. Kben so zeigt man, dass 
auch vcrschwiudeu musä, und folglicb die Gleicbuog (1) die 
einfachere Form 

^^-f-^M + ^^=sd (6) . 

• 

annimmt. Zur nestimmung der drei Coeflicienten B' . B' bat 
man die Gloichuugen (2) und (3). Da die durch dieselben hestimm- 
ten Geraden ganz in der Kegelfläche (6) liegen sulien, so muss 
die GleiebuDg (6) identisch werden, wenn man darin die' WeHiie 

von ~, — aus (2) und (3) suhstituirt. Dies liefert die Bedio> 
gangsgleichungen * ' . 

9 

aus denen sich 

ir Ä-aT MT BT db^mlf 



0) 



ergicbt, so dass aisu die gesuchte Gleichung unserer iCegelflachs 
folgende ist: ' 

— -I- W(a - aO^a («»^ — €Ut')xy = 0. (8) 

Wir wollen nun ferner annehmen, dass die beiden Liaiea (2) oad 
(3) und eine dritte, deren Gleichung 

ist, ein System rechtwinliliffer Axen bilden, so dass also zwischen 
den Constanten ihrer Gleichungen die Relationen . 

««'4-^>^"-M =0, 

stattühden. Hieraus zieht man 
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Bft liass also die Gleichung (8) iu die folgende 

übergeht. Bczeiclinet man nuu den Werth, welchen die linke Seite 
dieser Gleichling durch Substitution der aus (0) gezogeneu Wertbe 
TOD « und y annimmf, mit so wird 

Ä = -I- + 1), 

und mit RiicksicLt auf die erste der Gleichungen (10) 

d. L. auch die Gerade (9) iiecrt auf der Kejrelfläche (11). Wir 
hätten dies Krprebniss auch daraus ableiten können, duss die Glei- 
chung (11) in Beziehung auf die dinstanten der Gleichungen (2), 
(3) und (9) syninetrisch ist. Wir liaben also folgendes Theo» 
rem bewiesen: 

Denkt man sich im Ran irgend zwei rechtwinklige 

Coordinateii Systeme um einen und denselben Anfanj^s. 
punkt, so liegen allemal die sechs Coo rdinatenaxen in 
irgend einer Kegel fläche zweiten Grades. 



B. 

Wir wollen nun wieder von der allgemeinen Gleichung der 
Flächen zweiter Ordnung, die einen Alittelpuukt haben, ausficehen, 
indem wir uns den Anfangspunkt der Coordinateo io den Mittel- 
pankt l^elegt denken, also* von Jer Gleichung^ 

Ax^ -^ji^y* -i- A"%* '^%Byx^%B'a:%'\-^B"ya:=L^ (12) 

und zunäcbst au ihrer Speeialisirang die Bedingung machen, das« 
dieselbe eine KegelflftcKe darstelle, welche die drei Coordinaten- 

ebenen berührt. Ks muss sich also für die gemeinschaftlichen 
Punkte dieser Ebenen mit denen der Kegelfläche eine lineare 
Gleichung ergeben. Verbinden wir nun die Gleichung der Coordi- 
natenebene der (v^), nämlich die Gleichung a; = 0, mit der Giei- 
cknng (12), so erhalten wir die Gleichung 

+ .^r«« + 2i9^ == 0. 

Soll dieselbe j wie in unserem Falle vcrlana^t wird, eine Gerade, 
oder vielmehr zwei zusammenfallende Gerade darstellen , so muss 
bekaontUch swischeD den Coeffieienten die Relation 

stattfinden. Auf ähnliche Weise eriiält man aus den Bedins^ungen, 
dass die Kegelfläcbe die beiden anderen Coordinatenebeoeu be- 
rubre, die Relationen 
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wooucli also die Gleichung (12) die Form ' ' 

anaimmt. Aber welche Comhination der Zeichen ist za wählen? 
Zunächst erhellt^ dass A'^ A" alle von demselben Zeichen sein 
müsseo; nehmen wir nun uu, dieselben seien positiv , so muss man 
io dep drei letzten Gliedern das Degativa Sfeichea aelimeB, weU 
bei jeder anderen Zasamaepstellung die Gleichung (13) sich ia 
ein Product zweier linearen Faetoren aerlegen liaiaat und dieselbe 
dann also keine Kcgelfläche, sondern ein System zweier Ebeneo 
darstellen würde. Uiernuch wird nun unsere Gleichung, wenn wir 
noch statt der Coostanten ui^ A\ A" ihre (Quadrate einfuhren, fol- 
gende sein: 

^>«>-f-2f'VI-^*«'«-9>^^— ^^'m— ^^''fSssO. (14) 

Zur vollständigen Bestimmung der Kegelfläche fügen wir die fer- 
nere Bedingung hinzu, doss die beiden Ebenen, deren Gleicbungen 

flur-|-^y-|-€»=sO» (15) 

ajOr + ^iy-l-c^ia^O (16) 

sind, den Kegel berSbren. ^Eliaiinlren wir aus den Glaicbun^eD 

il4) und (15) die Variable o:, so erhalten wir für die Projectiaa 
lea DnrcbaebnittB auf die Ebene der (y%) die Gleicbnng 

y*{fiA^mAy + %y%{bcA^ -4- acAÄ 4- abAA" — a^A'A") 

^ ^%\eA^uA"Yz=s,^. 

Soll dieaalbe nnn eine ebzige Gerade datalellan «lao die Bbene 
(15) eine Tangentenebene sein — so arnsa 

bcA^ -I- acAA' + aüAA" -^m^AlA" = db (IfA -^-oA') (cA-h^Al 

iein$ daa obere Zelcben reebts ist nicbt «u gebraacben, denn mta 
koBBt dadnrcb aaf die Bedingungsgleicbang 

2a*A'A"z=zi^^ 

welebe «* = 0 geben würde, waa 4« AUgeBelaen nlcibt snliaalg 
ist Mit Benntinng dea unteren Zeicbena erbalten wir. dagegen 
die AelatioB 

bcA-^acA -i-aifA'zsi^ (17) 
und auf äbnliebo* Weise die andere 

Bliminirt man jetzt aus den Gleichungen (14), (17) nnd (18) die 
Grössen A^ A^, AT^ so ergiebt sieb 
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(19) 



Nehmen wir nun an , dass die beiden Ebenen (15) und (16) auf 
emander und ancb auf der Ebene 

WDlurecht stehen, d. h. machen wir die Bedingung, dass 

flra, -HÄ^, -l-cc, =0,5 (21) 

■ei, 80 lüsst sich die Gietebaag (19) unter einer elegantereo Pom 
darstellen. Setzen wir noch,' erlaobt iat, s«, sl, 

so erhalten wir aus (21) 

h^Oi £« ici — AiC 1 

ff % 

und bieroach fdr die Gleichnng (19) die folgende 

DB dieselbe in Berfebang auf ^, A,, «i, syvaelrlseb iaty 

so steht die durch sie ansgfedrüelite Kegelflildie zu den drei Ebe- 
nen (15), (^16) und (20) in derselben Bezieliuno^, d. h. sie b^rübci 
sie alle drei. Wir sind also zu dem i!>atze gekommen : 

Denkt man sich im Räume irgend zwei rechtwink- 
lige Coordinateus^steme um einen und denselben An* 
fangspttültt, to berShreii die aeeba Coordinatenebeiieii 
allemal irgend eine Kegelfläche zweiten Grades. 

Verffl. Mteiaer: Die Abb&Dirigkeit geometriadier Geatalteik 
Tbl. L S. 313. — 
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X. 

Beweis der Gleichung 

''"'•ir-f'"' =(-i)'-''»-»-p'^i)^ 

für 2 = cos X, 

► s 

Nack etneiii Aufsatze des Herreu LiouviUe frei 

' bearbeitet 

von 

dem Heransgeber. 



Die obige liüciist merkwürdige GleicbuDff ist bekanntlich von 
.lacobi gefunden und in Crelle's Journal. Tbl. XV. S. 3. zU' 
erst mitgetheilt und bewiesen worden. In seinem Journal T. VI. 
p. 69. bat LiouviUe zwei neue Beweise für dieselbe gegeben, 
von denen mir besonders der zweite bemerkenswertb zu sein 
scheint, den ich daher', aber auf eine andere Art dargestellt, im 
Folgenden mittheilen werde. 

Der Kürze wegen wollen wir 

also . • 

setzen. Weil nun 

(1 — = (1 — a') (1 — 

ist, so erhält man nach der aus der Differentialrechnung bekann- 
ten Gleichung 

ohne alle Schwierigkeit die Gleichung 
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J 0 

T—^ =(!-»«) ^ 

Weil DUO aber offenbar 

""t/l 

ist, so lässt sich mittelst der oben einj^efübrten Symbole Uie 
hergebeode Gleich uDg uoter der folgeodeo Form darstelleo: 

»='1 ist oBcb 1) • 

©,==(1~«')J, 
•d.. i., .weoi| wir » s=s coa aß aetien, 

* > • • • 

Ferner iat nacb 3) für «s 1 

Weil DUO nach den Vorbergehenden 
ist, so ist 

9, SS — aiD ae cos o? — Sain eoa or, 
d. i. - 

. 0» = — Ssin cos Je, 
oder, weil bekanotlicb 

uin 2ae 

am eoi ^= — 5 — 

* »m 

5) ©. = -1.3 ^. 

Für i=z% ist nach 3) 
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h 

Nun ist aber 

-rfe» d% 
-^ = — 3co8 2^, ^ = -8in ^; 

also 

flfÖ, „ cos 2r 

—J — = «> — : . 

. ax sin X 

.Ferner ist 

^*0^d» = \^\\u 2ar sin ,r da;, 

und folglich, weil 

' sio 2j7 sid ^ = 1 cos or— i cos 3a: 

ist, 

^ß^Q>^d%z=: \ sin ^ — I sin 3a:. 

.Daher ist nach dem Obigen 
' 0, =3sin a; cos 2a:-4-6cos sin 2a: 

— 4^ sin a:-f-^ sin 3a: 
= 3 sin 3a: 4- 3 cos a: sin 2a: — | sin a:-*-^ sin 
■=.\ sin 3a:H-|- sin 3;S?-t-| sin w — | sin or 
= 5 sin 3a:, < 
und folglich 

6)0. = 1.3.5^i~?^. 
Für « = 3 ist nach 3) 

0^ = (l-5£^) ^-.6*0,-2.3 y/®»^*- 
Nun ist aber 

i/o« 4 n 

-^ = 15 cos 3a:, ^ = — sin o:; 

also 

rfö, 15cos 3jr 

flte sin ar ' 

Ferner ist 

^*0,</ä = — 5 sin 3a: sin a: i/or, 

und folglich, Weil 

sin 3a: sin a: = ^ cos 2ar — i cos 4a: 



ist, 



Daher 



^ *€>^d% = — ^ sin 2a: + 1 sin 4a:. 
ist nach dem Obigen 
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&4 = — 15 sin OS €08 3^ — 30 cos oc sin 3ar 

-h g- MD Sm? — -j* iin 44? 



15 15 
— > 15 iio 4f — 15 €01 liD 8^+ Y ^in — Y sio 4^ 

15 • 5 •« . 15 . . 15 • A . IS • A 
= — — tl« 4* — y tiB — y sin ÄÄ? -t- 810 Äar 



= ^ siD 4a?, 



Bild folglieb 



7) ^^ = — l .a,5,7 ^iSjif/ 



Wir wollen nun fiberhnnpl; 



8ets«D, so ist 



ttod folglich, weil 



ist, 



8) 

-^=hi cee <ir. 



dk 

;^ = — sin 



afe "* sin jf • 



Ferner ist 

^^^0/Ä = — ^ iop ein d[aff, 

also, weil 

dn ein jTss^ eoi (s— l)ap— 4^ (sH-l)^ 

4.1 

Weil nun nach 3) 

0H.i=(i-«') ^-«*ii©*--^<-i)y]'e>,^ 

Vit, so ist nneh den Vorhergehenden 
S^ssi— sin cos i» — eos sin Id? 
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s=s^i(^ sin (t+l)^»i&/ eos » sin ise 

also 

S«tseD wir dqh analog mit 8) 

iA\ r\ - sin (s-Hl)ar 

10) — > 

to ist, wie am der Vergleiehnng der Gleichungen 8) und 9) auf 
der Stelle herrorgebt, * 

11) Xr^, = (-l).(2i+I)Xr,. 

Weil nun nach 4) ^ 

o^i — t • j > 

und folglich 

>t.=l 

ist, so erhält nao Mittelst der Gleichvag 11} nach und nach: 



A,=(-l)«.l, 












it, = (— 1)» .1.3. 






*4 = (- 1)" .1.3. 


5. 






5. 


7.9, 


U. B. W. 







also oft eu bar allgemein 

12) ^/ = (— l)«-i.l.d.5*7...(2# — 1). 
Folglich ist nach 8) 

13) 0.= (— l)«^i . 1 . 3 . 5 . 7 . . . (2#— 1) [ 

d. I. nach 1) 

'ITX^" = (- 1)^' ■ 1 . 8 . 5 . 7 . . . - 1) '-T^ 

für ik = cos o;, welches die zu beweisende Furmel ist. 

Ana dieser Pormel bat Jacobl eine nerfcwlrdige Transfor- 
mation eines bestimmten Integrals abgeleitet, welche wir, obs^lcicb 
dieselbe längst bekannt lat^ dem Obigen noch In der Käme heifö- 
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^en wulltiii. VVcDD nämlich eiue Fuiictiüu w von % so beschufl'en 
ist, duss dieselbe nebst ihren sämmtlichen Differcotialauotienteu bis 
SDB {i — l)flteii für s = und für « = ^ veracbwinaet, lo kann 
fluin durch theilweise Integration leicht neigen, dau immer 

ist. Seinen wir nnn 

und «s= — 1, ^=-1-1; so ist 

» 

Ana 14) folgt dnreh Differentiation nach üb 

St ifc^i — }=(— 1)—*. 1.3.0. ..(2f—l) cos fo?, ' 

also 

- '^'^»''^'* A = (-l)|^i. 1.3.5. ..(2f-l) cos 4at. 
Da pun 

i'ssscos 4&s<^sin i/a? 

ist» so ist 

15)^V^0(co8 Jc) wxk dx 

= 1 . 3 . 5 . 7 . . . (2*- l)y^/(coa cos ito. 

Dies ist die von Jacobi geAindene Transformation. Die Function 
f(%) und ihre Differentialfuotienten bis summten mttssen swiscben 
den Gr&nnen ass;. — 1 und «=s-|-l stetig sein. 



XI. 

UebuDgsaufgabeu für Schüler. 



Mao soll die folgenden goniometrischen fteiationen beweiseo. 
, Wenn 

A = sin tt(cos f — cos f) 
= -2sin « sin K/^-r) «in 
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B= sin /? (c©8 y — coB o) / 

= — 28in § sin — «) sin iC/H-«) 
C= . sin y («•• a — cos /?) 

ist, so ist jederxeit 

C=-4sin i(o — /9) sin r) 4(r— «) 

Ä + C — ^ =^ 4sin 4(a H- /J) sin ^(/J — y) sin «) 

c^ß= 4siD 4(a+/J) siD ««" «), 

Wenn 

^=cos a (sin — sin y) 

s=2€os a sin Ü/^-'-r) cos iiß-^r) 
B*=sew ß (sin — sin ») 

s2eo8 sin ^(r— o) cos 
C=C08 y (siü a — sio ß) 

= 2co8 y sin |(tt — ^) cos Hn^hß) 
ist», so ist joderseit 

jf'^'B'rhC'ss 4sin i(a — /9) «in — r) •» 4(r -«) 
^'-4- ^'= — 4cos 4(aH-/*) sin K/J — r) cos^Cy-l-«) 
^'-h 6'' — Ä' = — 4co8 i(a-\-ß) cosiiß-hr) siü iC/— «) 
' -4'-*-/!'— C = — 4810 .i(a — /J) co8i(/SH-y) co8i(/ + a). 
Aus 4er Gleichnog - 

49 sio o-4-^ «■ /V+c 1^=0 . 
lisst sich immer die Gleichunsr 

4 (a + *H-c) cos iiß — r) cos — «){ 
j_ + «in liD id— a)l " 

d. !.> die Gleichung , 

' sin 4(a-H/9) = Jl/ cos 4(a-H/?)' 

wo die Bedeutung der Syoüiole M und Jlf von selbst erhellet, also 
die GleichttB|^ ^ ^ - 

tong4(a-»-/?) = | 

«Meiten. 

Ans der Gleiehang 

a cos a + ^ cos ß c cos / = 0 
HHm flieh isner die GleiduHig 
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j {a ^ -h c) cos \(ß — r) cos — a) u^m 
\^{a-^6-c) Bin iiß — r) sin i(/-a) 

= - Ui6Ji-c^a) cos «» ifr-«)t 

d. i. die Gleiehung - ^ 

il^ cos 4(a + /S) = — i# sin i(a4-/J), 
folgUck die Gleidumg 



Man soll den foigcnden Satz beweisen: 

Wenn in Taf. I. Fig. 10. die Linie JE der nie Theil der 
Linie JB ist, über JB das Quadrat AB CD beschrieben, dessen 
Diagonale AJD^ und die Linie CE ipezo^en, und dufcli den Dareb- 
■chnittspunlLt G dieser beiden f Jnien mit den Seiten AC und Bl^ 
den Quadrats ABCD die Parallele FH gezogen vifd« w ist 
AF dar l)ata TI10U der Linie AB. 



Avfgabe ▼•b flerantgeber. 

Wenn 




rentiatioD in Bezug auf a: erhält man: 



^= 1 .$.5 cos (sin SP»— y), 

=— 1 .3.5.7 coB 9* sin y (sin y* — y)i 

= 1 . 3 . 5 . 7 . 9 CO» y' («in y* — y sin y» -4- 



^=s— 1,3. 5. 7. 9, 11 cosy' sin y (siu y* — sin y^-*-p)» 
Man ioll daa allgomeine Geiets dicocr Antdrftcka anfwickeln. 
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XII. 

Miscelleo. 



Der bekannte Satz, dua die drei Hfilfslinien, welclie iiei des 

enclidischen Beweise des pytbagoräischeD Lehrsatzes g^ezofcen wer» 
den 9 sich jederzeit in einem und demselben Punkte schneiden, 
wird, 80 viel mir bekannt ist, gewühniich mit Hülfe der Lehre von 
den ProporlioncD bewiesen. Ich weiss nicht, oh der folgende Be- 
weis dieses Salzes, welcher wir bereits vor längerer Zeit von 
einem meiner Mliern Znbdrer nitgetbellt wurde, aehon fieknnnt 
lat. Jedenfalla acbeint deraelbe aber nicht so allgemein belcanat 
zu sein, wie er Terdient, und mag datier im Fotgeaden eine Stelle 
finden. 

In Taf. I. Fig. 11. verlängere man die Linien DE und HK 
bis zu ihrem Durcbscbnittspunkte und ziehe die Linien BN und 
so erbält man daa Dreieck BCN^ von welchem sieb bewei- 
aen läsit, daaa die drei bei dem Beweise des pythagoräiacben l^br- 
aatsea gezogenen Hfilfalinien AL^ BK^ CM durch dessen Spitzea 
geben nnd auf seinen diesen Spitzen gegenüberliegenden Seiten 
senkrecht stehen, sich also nach einem der bekannten Sätze von 
den vier merkwürdigen Punkten des Dreiecks in einem und dem* 
selben Punkten schneiden müssen. 

Ziebt man nftmlicb xuvörderat die Linie AN, ao erbellet aebr 
leicht die Congruenz der beiden Dreiecke ABC und AHN Nnn 
sind ahcr die rechtwinkligen Dreiecke ABC und ABO bekannt- 
lich gleicliwiüklig. Also sind auch die Dreiecke AHM und ABO 
gleichwinklig, folglich die Winkel HAN und BAO einander 
gleich, woraus sich ergiebt, duss NAL eine gerade Linie ist, also 
.die Linie AL dnrcb die Spitsa N den Dreieeka BCN geht, uad 
anf dessen Seite seakrecbt atebt. 

Ferner erbellet leicht die Congruenz der rechtwinkligen Drei- 
ecke BHK und CSK^ woraus sirh die Gleichheit der Winkel 
HBK und CNK ergiebt. Nun sind aber als Wechsel wiukel die 
Winkel BBKuu^ CA'/* einander gleich. Also sind auch die Winkel 
CNK und CKP einander gleich , und daher die Dreiecke CNK 
nnd CfiTP offenbar gleiebwinkliff, fol^lieb die Winkel CMN^ ymi. 
CPK einander gleich, also CPK so wie CKN ein rechter Winkel. | 
Daber ateht die durch B gehende Linie BK auf CN senkrecht. 

Ganz eben so zeigt man, dass die durch C gehende Linie CE 
auf BN senkrecht stellt, und der Satz ist also nach dem im Ein- , 
gange Bemerkten nun offenbar vollständig bewiesen. 

Vir war der Bew^» ala er mir mitKetbeHk wnrde, iie«.* .Ob 
er diea ancb Andern nein wird, laaae icb onbin geatellt nein. 

0. 
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üebwr die «raMll^ lEirfindongen in der Theo- 
rie der bestinunten Integrale. 

* 

-dem Herausgeber. 



♦ I 



Zweite Abhandlung. 
.(FortMtiiiig "fonHü. IL Nr. JUCV.) 

• ..1.- - ..' 

Journal de Math^m atiqucs publid par J Liou- 
iriUe. T. yill p. 110. Mars 1843. hat Herr X Bertrand iui be. 

«rf die folgemle beaetkeMifertbe Weise eotwickelt 
*. rl v)"**" fntegrätSon ^ Grösse als con, 

' - ^ ' • • • • ( . . • " I. • • 



and 



M ilt 



f' d^ix, a>) 

* 



und nach bekannten Principien der Lehre von den beitiauiton In- 
tegralen (ArchiF. Tbl. 11. S. 277) • • .■™'».» 
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Betrachtet man nun aber w als eine Function von or, so i9t nack 
iiekaDDteu Principien der Differeatialrecbnung ^ 

»Iso nach dem Obigen . . « ^ 

oder V. >. ■ .-^r " M* 

. du) 

and folglich ^ . . 

also, wie leicht erhellen wird. 
Bezeichnet mau nun 4i« W«rtfc«,'welek* 

t . . 

für üisszaf erhalten, respective durch 

9»X*)5 

so ist . * 

Naeh dem Obigen wird 9>|(«) erhalten, wenn md, m als eonstaat 
' betrachtend, . . V 

/* . * 

entwickelt, und aXdi . tltr * iwr < 5gh t tiini A ,setat , woraoa aicb 
anf der Stelle ergiebt, dais 

*'• 

wo b^l df» Jptegraüon ^ ab ^Cfi^lMit iM^Mtolt «Mt «ilg- 
lieb 9aeli deni' Vorhergehenoen . v « j . * l» .' • . ''"t/ * 
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ist Weil nnn aW die At%\ in dieser CUeicfanng vorkommenden 
JoUffrale iär ors« offenbar venchwinden, so ist CsO» und 
folfflicb 

Von dieser allgemeinen Gieichun||^ lässt sich di^ folgende Aawen« 
dang 'Bachen. Man setze 



« • 



ist, wie man leiclit tindet, 



dm 



and folgMcb (Sm 0 :^0 na^^b deni Obigen 

■ 



wo bei der Jntegrattian m als coofttaat betracbtet wird; Zerlegt 
BSDy na dieses Eitcgral an finden, den Brnci- 



anf beluinnte Weise in PartialbirScbe» io'eiliUt 



(i^M«) (iH-iAiT) (i-*-«»> Oh-«*) Oh-«*) Oh-«*)* 



• # 



folglicb 



0 (l-f.(üxj (1 -f-or') 

^ H-<*y) . /(l -t- jr») (ü Arctang 

— ^ 2(l-i- w») » 

n>e A^tang a: den der Tao^eote tHgebdrenden Bog^n bezeieh- 
nen soll, welcber den kleinsten absoEiten Werib bat Als» Ml 
oacb dem Obigen 



and 



/(!■<- g») . j? Arctang x 



8 
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da sp(ar) and SPa(^) f(^) f%(^) .«rlnlteii ^ 
Bau Msso? letit. Peni^r ist ' . ^ 

• • • 

und daher naeh der oben gefundenen Hanptgleicbang 

NuD ist aber nach einer sebr bekannten Formel der Ihtegralrecb- 

DUDg 

I^ar» **«=Arctang »Jj^ — y </ Arctang ^fJ^^-k-C 

=i/(l+«*>. Aratang » — ^J* ^^\^%^ ^ 4- 
und folglich 

Also ist nach dem Obigen 

v 

y^^^^ Ä>=iJ(l -l-o^) . Arctang ar. 
' Setzt man in diesem integrale jcz=.l^ so erhält man 

oder, was dasselbe ist, 

1d einer Nute zu dem Aufsatze des Herrn Bertrand bemerkt 
Bfm Llonville, daie nieh diesen boatimmte Integral auch aus 
dem oben gefundenen Anadrucke {roa 



t/o (I 



anf folgende Art ableiten läset. Setit mnn dif obere GriKnao die- 
ses Itttognria nSmlieb' der Binheit gieieh, 00 ertilt man au des 
Obigen 



also ' 
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xdx 



t/ 0 • . «/ 0 (1 war) (1 -f.a:») 

m4 folglich (Arehi?. Thl. II. %.m\ 
oder * ■ ' ' 

/o 1-1-«» 't/o l-t-w* 4 «/o l-i-w»* 



alfo 



woniiM Miiy Will MtlkrIiA 

iit, Mf Stolle' \. ^ 

erhSlt, gaos wie oben. 

Des TOD Hern Bertrend gefuedeoe allgemeinere Reenitot ~ 

■e wie encb die aUseaieine Gleiehneg 

> 

itt »ber itlr eich wichtig und letereiseBt, und letofteie scheint mc 
an YcrdieDeo, dose man weitere ADwendungen von derselben sn 
machen suche, wozu wir die Leier des Archifs nns wohl nnfkufor^ 
dern erlauben möchten. 
Setit man 



■o ist 
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nod folglich 

S 

Alm» in 
und 

Fener Ikt' 

uod folglich 



Daher iit naeli der obigen aligeneiDen GleidiVBg 

« 

oder, wie offenbar dattilba U\ . . 

nnd folglich * 

in welcher Gleichung offenbar das bekannte Princi|i der theilwei- 
sen Integration enthalten ist^ so dass also die von Herrn Ber- 
traud gefundene allgeineine Gleichung dieses Priiicip eiuschliesst, 
und als eine beinerkenswerthe \ erallgemeinerung desselben betrach- 
tet umk« 



II. 

In dem Cambridge mutbcDiatical Journal. T. III. 
I>. 168. No. XVI. Nov ember. 1^2. het ein tiagenanuter Correspon- 
dent aui der Gleichung < • ' ' 
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/ 



mdirere bestlmmtA Integrate' arif sehr ^i^facfae Weise hergeleitet, 

Um zuerst die obige allgemeine Gleichung zu beyreiseD, setze 
nan a — ^ = «, to ist tla!=:i — du^ uod folglich 



■id folglich, weil -bekanntUch 

^ T- — : • • / j ' ■♦, 

wie bewiesen werden sollte. 

1) Mao tetie der Kfirxe wegen 

*\ 

' Usz J ^ log sin a: . 

«r igt nach der vorhergehenden allgemeinen Gleichung, weil 
coBjrssin {^\n — ^) iat| *'. ' * ^ % • ' 

lad foliEl^ch ... 

^ (log «io a?H-log coi af)dapf 



. I». « *" 



d. i. 

I 



^ log (sia coa op) • 

also, weil ain'^ coa ar=^ aio tof iat,. 

• . '• . • * 

*«^=/^*"(log aiB 2dr + log 
e» !• » 

tV-zz^J ^ log sin log \.. 

i^Ut nun jetzt 3^ ss=r, ajsg rszdv^ so ist \ 

■ * 

log aitf %sc . d^s^ log iin r . «fcr, , 
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I 

und folglicb, weil fi|r ^s=0, j? = |7r resj^^Cflve trsO, 9sss ist, 

I • * 

\ 

Alfö ist . * V- . 

Nun ist aber, wie aus dem Hauptsätze der Theorie der LeitiBBln 
Integrale (Arckiv. ThL Ii. S. 275) auf der Stelle erhelle^ * 

Alao iat nach dem Vorhergehenden 

2U=: V+ijf log f/=i3r log 

d. i. 

y"*"ieg «in . log i, . 

nnd nach den Obigen noch 

^^^"log cos or . <^ =: log ^ 



2) Man letae 



£7=y^ log ain • 4;«. 
Weil nach der oben .btfvieaenMi aUgemoine» Gleichung 
J*^^^ log ain , «Car =y^"(jr — «)■ log ain (ir — jr) • <iir, 

« 

d. i. 

^^^07* log ain itr . das =^^^(jf -*-^)* log' ain jr , dx 
iat, ao iat 

' • , Os=s^^(ir' — 23rar) log sin jp • da? 



oder 



Oasjr'^^^log ain x *dss^%m J*^w log ain . d^r, 



log Bin X ^Müf^^vJ^y^ «n m »4^. 
Nach 1. ia« aber . . 
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. in 

^y^log siB 4P .«Ar =2^^ log sin m.decsn log ^, 
Bod folglieh DMh des Vorbergehenden 

log «n ^-ifapssl«* log i. 

3) Man Mtie 

Ü^J^» sin «" Ar, 
M ist nach d«r obigen nllgenMUion Gloidinng 

ü^y^in'-^») ein (ar--^)«dtr==yj^(»— sin ^«£r» 

UssTt^^^fan mf*dm—J*^je lin 
sogleieh 

j ^ X ein a^4x = sin 

«rkelten wird, und hiordereli nlto dnt geenehte Integral anf das 
^kanDte Integral ^^in X^dx zurückgeführt ist. 

4) Man aetae' 

^=yel-|-€oeaf^* 
so ist uach nnserf^ obigeip aUgemeinea Gleichuag 

Mgiieh 
•der . . 

WeH nu hakanntlieh 

j^j^^j— 5«AreUDg cos ^ 
iiti 10 ift - 
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also 



./Ti 



d cos X 



COS o:' ^ 
UDÜ folglich nach dem Obigen ^=^7r', d. i. 



t 1 . 



da: = 

0 1-f-cos * 

5) Man setze 

F(a)==^^log (1—2« cos . 

80 ist nach unserer obigen allgemeinen Gleichung 

F(ä)=f^\o^ (1— 2a cos (w — a:)4-aM . 

d. i. ^ \ . . 

F{a)= f log (1 -+-2« cos ^-h«») . dx^ 

I 

und folglich durch Additiop, wie man leicht findet^ 

. %F(a) = f^\^% \ 1 -4- 2«»(1 — 2co8 ;r») 4- ) • 



.4» l- 



also 



1F\d)=J*^\Q% (1—2«» cos 2ar-|-«*). 1^^. = 
Für 2^ = f ist 2£i^=rrfts un4 folglich 

log (1 — cos 2ar H- «*) . Ar ^ 
= y^ log (1 — 2«* cos €>-f-«f*) .'«to 



odei 



y^Iog (1 — 2«» cos 2:rH-«*).<ite 

= 1^^ log (1—2«' cos -*-«*) 

Mach dem Hauptsatze der Theorie der bestimmten Integrale 
(Archiv. Thl. II. S. 275) ist aber offenbar 

log (1 — 2«» ««s or-f-«*) . ÄST 

= 2y^log (1 — 2a' cos ^ + «*).«^, 

^ \ 

<1. i. in der oben eingeführten Bezeichunng . .i..<.? 



Google 



1» 

nn«! fblffUek • , ' 

f^\^ cos %Kt + #•) - ^ =» 

D»her b«l naii dem OUges.ille Gleidiaiig 

= /T(a») oder /\«) s= \F(m* ) j 



% 



und gaus auf dieselbe Weise hat «an jetzt also^ wenn n eine be- 
liebige positive glsBie Snbi benckhnet^ iferbiita|it die folgende 
Reibe foo Gleicbnegeo: 

2iF\««) = . .... 

• 1-.. 

ta. s. w. 

aas denen sich, wenn man auf beiden Seiten mnltipiicirt' und auf- 
hebt, .was sich aufbeben iässk, die l^iciinng 



oder 




.'I 



ergiebt. . \ 

Ui nnn.«<li sO istüür ibtta^n» offenbar' ,\; 

nnd daher für «<^1 überbaupt 

:F[m)= J ^ lojg (1 —2« cos . «ArssrO. 



iWeil nun 



% . I 

t — jßns 4^H7«7^4r?;{4 T^^. cos 



also 



• • • . 
1 



log (1 — ^ + A')=;:2^g^4^rHlog (1 — ^'.W i^) 
ist« so ist 

J ^ lüg (1 — 2« cos ^ -I- . «te 
ss2if li^4s+/^%g(l-|-«os 



4 
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Für ist -^«^1, und folglich dbcIi dem Vorhergehenden 

Also ist für a ^ 1 * 

^^^log (I — 2a cos jT-ha') . <Är = 2;r log a. 



Für a = l ist 



also 



1 — 2a cos + =r4sin j^o:*, 



log (1 — 2a cos + a*) = log 4 + 21og sin ^ar, 
und folglich 

^^^log (1 — 2a cos o? -f - a*) . 
= 7r log -^-f-^^^^log sin . <Är. 
Setzt man nun |a: = t', also 4la: = 2dv, so ist 

^^^log sin ^a: . = ^^^^"log sin v . «/r, 
und folglich nach dem Vorhergehenden 

{l — 2a cos JC ^ a*) , da: 
= 7r log 4 + 4 ^^^\og sin a: . djCj 

also nach 1. 

y^'^log (1 — 2a cos -+-»•) .da;=m log 4-4-27r log |, 
woraus sich leicht auch in diesem Falle, nämlich für a = 1, 

log (1 — 2a cos jp-\rä*) . iäjf = 0 

ergiebt. 

Auch das hier angewandte an sich sehr einfache Princip ver- 
dient, wie es uns scheint, weiter verfolgt zu werden. 




III. 

In dem Joarnat de Math^matiques publik par J. Lioo- 



Google 
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♦ ■>■ 

Tille. T. V. p. 117 hat Herr Lobatto^ Doeimm ^B-seieDceB k U 
Haye, die beideo Integrale 

» • .' 

2. • .. . *• 



n 



j*^ ab ain 9» 



• < * 



wobei wir aDnehmen wollen, dass a positiv Ottd nicht gröaaer ala 

die Einheit ist, auf folgpende Art entwickelt. 

Man aetze coa 9>=:ar, ao erhält man, wenn der Kürze wegen 

'• . • 

' , • . 1-«» 

geaetst wird, leicht _ ^ 

Nnn iat aber beka^ntlieli - 

• • • 



nad folglich nach dem Obigen 
Ferner iat 

u^,= y^*8in 9(1 — eaa 9») i/Sjpl/^l— ain 9*, 

also 

Hu üil aber Back «iner aehr bekannten Rednctionsfoimel 



J «»d:arV/f»»4-JP* sg ■ ■ ; 

» • * • ' ' ' 

and fblglkh 



0 

Naak «ikSrigar gibrttnlk» aikKIt 
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Es früge sich, ob lidi dieie Metbode nicbt Tiolleicbt ftborban^ auf 
das Integral . ' . ^ 

' . - » 

anwenden uud ein allgemeines Gesetz auffinden Hesse. Wenn a 
grösser als die Einheit ist, werden die oben Cur uad^, ge- 
fundenen Ausdrücke imaginär, we&balb aiHsh dWaer FaU einer M* 
lOBdern JBetracbtung an «ntaniefta .aein dftrfile. 

Avt eine andere Art bat Herr Catalan die beiden obigen In- 
tegrale in deai genannten J.onmala T. IV. p. 335 entwickelt. 



t \ 



I 



; .XIVe>\ *• . ' \ '-. • ^ 

lieber .ein SpiegeUnstrameDt zum Eiiirichl 
. jserader Lini^ auf dem F^^djß* . \ 

Ton dem, 

Herrn RcgiflvnKS^Condii^teur G. Berlia 

• • 



in 



» ' » • ^ 

Das Einriebten |[ernder linlen anf dem Felde» naaientlicb die 
Beitlnininng von Zwischenpankteii in denselben» ist bekanntlieb an 

und für sich eine, einfache und leiij^ta-. Opeaatifti « die nur ein ge- 
übtes, nöthigen Falls ein bewoflFnetes Auge erfordert; jedoch hat 
sie ihre Unbequemlichkeit darin^ dnss wenigstens ein Geiiülfe dabei 
nothwendi^ ist, wodurch nicht allein mehr Zeitaufwand erfordert 
wird, sondern auch bei grösseren Linien, wo gegenseitiges Ein- 
riebten «nBB#enden' ist, «in« Qsntnile des richtigen Standes der 
Absteckstäbe geauMbt werden muss. Um die G eh ölfcli'Sa ^entbeh- 
ren, 80w|e anch nm einer Controllirung überhohen zu sein, läset 
sich, wie ich glaube, mit Nutzen das in diesem Aufsatze näher be- 
schriebene Spiegelinstrument anwenden, dessen praktische Brauch- 
barkeit einem ieden Geometer ans der blossen folgenden Darstel- 
Inng um so diSbr liogleiclk ieinlencbten' wird, als wir ala bekaaat 
Toranssnaetsen berechtigt sind, dass der Ganisisebe Beliotrop, nn- 
nwntlicb in Besag auf dw-BtaaltbtMg delr Bpiega^ bdninnt genng 
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9 

aü^ «m «IHM bwamUmw Afufcitiijiweliaaap . der ital m^mtOmdm^ 
lii»e(tii4«i'4PriMipm Her MUt <#tiler «u MMp. .JaMi ^ 

es io der von vir erstrebten grössern DeolUdikeit Entschsldigung 
finden, Tv«nn zur Verständlichkeit der Anweadung det Instrunents 
die Gruntitiätze der Reflexion rechtwinklig §^gen einander nieken» 
der Spiegel hierbei in der Kürze wiederholt werden. 

Zii^ei rechtwinklig ouf einander «tehende Spiegel uad ct4 • 
(Tnf. II. Fig. 1. nnd Tig. 2.), dMn ipiecelndn 9mtm ima mi^ 
ander abgewendnl atehen und dem in C oefindlichen Auge zage* 
kehrt sind, werden die beiden Gegenstände A und B dem Beob- 
achter zugleich reflectirt erscheinen lassen, wenn der Durchschnitts- 
puokt € der Spiegel sich in der Linie AB beßndet, mögen nun wie 
in Taf. 11. Fig. 1. die Einfallswinkel der Gegenstände A und B 
einander gleicn sein, also 45® betragen, oder wie Ta£ II. Fijg. 2. 
eine beliebige Grilipie^ beben. Dn der Kinfnllawinkel dem Anaftiii- 
winlcel gleich ist, so wird es beim richtigen Stande in der Linie 
immer einen Punkt C (Taf. II. Fig. 1. 2.) oder eine Linie C<p jgeben, 
worin beide Gegenstände A und B reflectirt zugleich aichtbar 
sind. ^ 

Hierauf gründet sich nun das in Rede stehende Instrument 
nnd.gfwis« wild icdeoi Geometer sogleich einleuchten, dasitdie 
reflci^en BHle^ bytVdf'^e^stSAde , atiis «fnebl^unlrte gesehen» 
den Stand im Alignement der Linie begründen» nnd daher eineJfar^ 
klärung der praktischen Anwendnng auch um so nbeEflfisai^^ aeln, 
als diese aus der Theorie von selbst hervorgeht. 

Ein Rahmen A (Taf. 11. Fig. 3.) ist durch die Balken gg in 
drei gleicbe Tbeile getheilt, in denen zwei Spieg^el «r und o ein- 
gefiwst sind, ^n zweiter Rab'sien i?« ebenfalls mit einen Spiegel' . 
e versehen, passt genau zu der mittleren OefTnunof des Rahmens A 
und wird durch zwei runde Zapfen auf der Hälfte bei r in den 
Balken gg befestigt. An diesem Rahmen B ist ein Quadrant d 
(Taf. II. Fig. 4.) befestigt, der mit dem Rahmen A in Verbindung 
steht, uttd sur Feitstellnag des Rabnens B in der rech tw.iukj igen 
Laffe'sn deB.RsiHnai A dient, sn deren genäinter lleriebtiffung 
noen eine feststehende Schraube i bei h angebracht ist. Die Stell- 
schrauben a:a: dienen tiur Bcrichtl^uBg der Spiegel, insefi^n a nnd 
It in einer Ebene liegen müssen und'r techtwiuklig auf dieser 
Ebene stehen nuss« Damit jedoch diese Stellsclirauben eine stete 
Wirkung auf die $pegei äussern, müssen kleine Drackfedern y 
(TafL U« Fig. 5.) an den Hinterboden » befestigt sein. Der Ring 
e (Jmf. II. Fig. 3.) ist snn beqneneren ll»lien jnH den Hüid .bn». 
stimmt, sowie der Haken / zum Aufhängen eines Lothes dient, un 
den Punkt auf der Erde bemerken zu können. Soll das Instrument 
mit einem St4»be m Verbindung gesetzt werden, so iässt sich leicht 
anstatt des Hakens/* eine Hiilse anbringen, welcher ein Stab an- 
gepasst werden kiMMl. ' ' ' ; i ' ' . i . , 

' Die Bericht! gang des Instmnents inSezug ivä die Xa(|pe der 
Spiegel m nnd & in einer und derselben Ebene, sowie auch in. Bei- 
ziehung auf die rechtwinklige Stellung des Spiegeh' e g^gen 'n 
lind 6, geschieht unmittelbar durch die Beobachtung;. Denn das 
reflectirtc Bild eines Gegenstandes muss bei richtiger Lage der~ 
Spiegel a und 6 nicht ^ gebrochen in beiden Spiegeln erscheinen. 
Der feebtwinklins ^UBi.vWk-^ gegen 0 «nd d ergiebt sieb da* 
dnrcb» dess zwd(^G4gensünde«.^.«nd A (Ta& II. Fig. L 2.) in den 
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•awiMleip«ikte> MflMMrt zugleidb- MMli^y irabel das ^ 

gühuhh i h iiin wiederum die PwhCwittkNgtt Lag« Äa» Spiegel«Me 
e gegen a und ^ aogicbt. 

Eine andere weitere Anwendung als die bereits erwähnte dürfte 
dies Instrument bei Croquirungen finden^ indem sich durch dasselbe 
leicht Zwischenpuakte einer Linie finden lassen, die xu Aohalts- 
pvnktan «od anr nttani BaiW—iing der Diatansen nach den 
Aag anmuHe kamitat irardaa Mimd« 



• » 



XV. 



■ 9 



1." 



Beweis der .Lehrsätze in Band III, S. 442. 

• Voa , t ... 



Hcmi. A. Göpel 

zu Berlin. 



'1 



^« für '6111 gaiadM M. 
beide fiir ein uagerades m. 
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14* 

F) 

' " i^V ^ 1.2*8... 1 . a^M-~ 1 2 .tt-i-« -^2 

' 'To den Comm. rec. iöe: Cd^t.X II. 1811-^13 Ut Gaits 
bewiMen, da» die Reihe 

eenrti^rt, moimm^%'^aH'ß<l'T'^^ itt, md due «an hkt ftr 

Diese Gleichnog ist ./Mlir «nfeMfiiii^$. eip ^ntbiUt ^nter andern anch 

die Formel " 

A) Setmt aaa'asY» /^^^ry» ^ssU*«» ergiebt Meh 

• ' • "w , . . t ■ - 'V.. . 

_ , . • - ^ L ' - * 
•• J - s . . . ■ » 

I . II i 

Nbb iit aber (s. 1. ' i , ^ 



♦ i 



.. i . n. ta 1 

r . 

woraus für ein gerades m däs Behauptete hervorgeht. 

C) ^etot man a=; **'^\ ßsiz^^~^t i:=l,.io findet aich, 

daiB d^e Reihe di'fergirtj ei sei -dedn, dafp tie"TeB atlM abbricht', 

was nur für ein «positives oder negatives ung^erades m gescliieht. 
In- dieaeai^ilCaUe aUb de^i W.wth- deraelbtüi («filer dar. Fatai 

2- dar. El iat ab^r 
Mm «»int'8ahw''' 

— < w ■ i ^at-f»> _ , . . N 



.•I— ''vu.; • t Av*..(-7 i-r-)! *v 

( „. — . ' i SB — - ~ 

eder' 'C.'y..':, • 

Tidinr« 9 



m 



m-l 

'D)'.'Dia fSleipfcoqg A>, kuift «neb' U\ßn4nm9mmn tewie- 

(l-r^)r.M(^-£Tl^*f ^(tfi' iBf"^n»pb Icictter 

Recbnimg ^ , • . -»f.-;!, • • •» 

Werden hier für M «lle Wertbe von n bis 1 g€setat|uM «rhiMi 
eine Reibe Gleicbungeo, deren beide letzten sind: 



« — .- 



Addirt BU tie ftänoitliiBbj. m wird 



i«rji. 



folglich ist ^s9>(») lBr' «aoD;ria€h d«r Bnlenehen Fa^fteraa- 

entwickelung ist aber y(n) = — * ■ für ii == qo. . 

Auf fttiBliche Art ergiebt sich dia Fanaal D). Iii aiariieb 

(1— ^) — -p) ^ * i\ — (aw-hi)» ) = ^t**)» w> wird 

•' • • * 
1-^(0) = ^; 

miduD * ^ w ' 

^ , . «I» iw«(m»— 1») . . / ' ffl^ . . ■ y/^^ — — I)- 

Ii— W^i-^l« iiTfi— rrf- -i. Tt- (rr l>f i» . . , . (j^ 

nfd i/hasl^^ff) ftir it=oo ( as ist aber aacb Bttler ^#>aBta»^M0 
für i» = a>{ also schliesslicb 



■ii 



/>=sl — aas iaMP. 

B) Setzt man in H) a = 4«o> /S = — <f = t» 

findet sieb lH-tt + /?=:/ + <f. Die Reibe B) diverffk|-t ajao^ wo- 
fera sie' aicbt für ain garadai m abbriabt. Baiaicapat üan 'dar 

Karze halber^ mit-f{m)f aa it|t ' . *. ' « 
i \ w*» »i(m»-.y) . fw(m» — 2») (w* — 4») . 

yw^tip 11.3» i»^j«.ö! — 

• '/I • . 
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■■4 wegen D) * ' " * . • • . : . ' j- 

Werden nun für m alle f^eradcn Zahlen von m bis 2 geeetzt, to 
iit 4ie letzte dieier Gleichaogea 

t 

■itldn ecKinbt iitih: ' 

M . . . I ^• 

' 1 • • 1 *• 

iK«)==5ri:T 7 5^"^ • • • • =P*=*=^ 

<••••••• - 

md daraus . » . 

II 

• • I ' .1 *i! ,* . . . . • . 

leitet, WettH man für ^i#=r:2 siimmirt oder differetiziirt; sö 
X. B. etbäll mtt änrth j^Jt, JSB^ £C^ I^D betkUicli faU 
genden*}'* '* • * * • * . . ^. 



TOD denen die 2) nod 3) b«ziehlieb nur liir ein ungerades und ge- 
rades m convergiren, und die 1) und 4) auch unter endlicher Ana* 
dehnuDg auminift werden können^ n&mlich: 

^) (i-ii) > . > a-gii^)- ';v;/!:rJ (^+i~ea»)= 

? ir Wn^TTTTTü? '* 

1« 15715 ' i>.s*...catH. D» 
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aus welcben beiJeo die 1) und 4J fiir m = oo wieder bervorgelien. 

E) Setzt man io die Gleicliuug \).ßt 1, beziehlicli an- 

statt a, ß, Yy so erhält man ... 

ß , ß-ß-^- l . • _i «! {a-ß'-\)\ _ 



^"*"a-f-l ''"a-Hl .a-H2"^ (a — 1)! (« — /S)! a — ß' 

wie nuch der Herr Herausgeber dieses Archivs in Crelle^s Journal 
Bd. II. Nr. 36. gezeigt bat. Wird hierin a-f-»+l und /J-|-»+l 
für « und ß gesetzt, so hat n^ao 

"^«-h« + 2 "*~ «-+.«-f-2. -f- • ■ a — ß ' 

/S .... ß-^n 



diese Gleicbunir multiplicire man mit — , » , 
und ziehe das Resultat von der obigen ab, so wird 

'a — ß^ a.cr+l....aH-M ' ' ' 

Diese Herleitung zeigt, dass man die Grynertsch^ Sammation nicht 
für einen speciellen Fall der (ileicbung für iE^ halten darf. So wie 
man aus jener den Ausdruck JS herleiten kann, so k&DO man auch 
den letzteren unabhängig von ihr entwickeln und dann n uneod- 
lieh werden lassen, um zur Grunertschen Keihe zu gelangen. 
Bezeichnet man nämlich den Bruch in obiger Parenthese mit 9>(m), 
80 ist 

1 - 5p(y,) = 1 1 - SP(0) t + 1 9(0) - (^(1) I 4- . . . + (^(«- 1) - g,(ii)t. 
Entwickelt man die einzelnen Glieder und multiplicirt mit 



SO hat man die Formel für ß. Lässt man nun h unendlich wer> 
den, so kann der Bruch q^ifi) zwar als aus einer Reihe von Facto« 
ren bestehend betrachtet werden, welche, wenn auch nicht von 
Anfang an, doch von einem £;ewissen Punkte an äcJite Brüche 
sind, sobald ß<Ca ist. Man würde aber zu weit von der Wahr- 
heit irren, wenn man hieraus schliessen wollte, dai^s (p{m) für ein 
unendliches n verschwindet. Zum Beweisp: die Reihe G) und alle 
übrigen bekannten Füctorenentwickelungen. üm den erwähnten 
Schluss zu ziehen, muss man sich ganz anderer Folgerungen bedie- 
nen. Zu dem Ende sei m irgend eine ganze Zahl, ^ — ß und folg- 
lich auch ^ — a, ferner sei A eine g^nze Zahl ^ _^ Betr&fbteo 
wir nun das Product 



^ htt-^ hm ' ha -f- hm -f- 1 ' ha~\^ hm -f- 2 



so ist klar, dass es beständig kleiner bleibt als das Product einer 
gleich grossen Anzahl vou Factoren der Reihe 

, hß -f- hm hß-^hm^\ hß^hm-^2 
'^f hß^hm-hl' hß-^hm-i-lt' hß^hm-k-Z""*' i 



■ '■' m 

weU die entsprechenden Nenner^ wegen'! -c^^a, in diesem 

kleiner lind als iu jenem. Das l^rodtict 2) nähert sich aber he«» 
ständig^ der Null, denn ddrch Vereinij^ung von 3, . F^ictorea. 
desselben erhält Amü die^ Weptlid i ....-;:>.! ; :> 
* 

Kolp^iicli wird um so melir (ia6 Produet 1) kleiner als jede noch 
so kleine Grösse. Die Factaren dieses Producta waci»sen .iiestän- 
dig, woTOo nan tich leicht litierseagt. Faast man also die ersten 

h Factoren j depaelben zusampep^so ist deren Pi|oduk^^( ^^ ^ Ain ^ 

oder (JJjj)^«, Oat Pxoduct der folgepdeo . Ä Faptoren ist aus ^ 

-«-Ii*.* ««■-•>(^^l^l)*'»'«.r(^-|)*..»-,..w." ' 
Mltbrn Meibt jiM Prodi/et 1) beständig grBilBer'il^dilr Prbaacr 



Di^fMif wlfdi^fOi Hin fi« pebr unter jedt |5ränie abnahn^en.:' Baa- 

I 



.1 ; . 



Vebriffena bedient aicb aebon Ganse in der nngefilbrten Abband« 
long des Anadrnckes E) bei seinen 'Untersuchungen über die Con- 
Tergens gewisser Reihen, und einer der obigen sehr ähnlichen Be* 

weisfülirung. Es wird mir vielleicht gestattet werden, in einem 
späteren Aufsatze eine andere Eotwickelung jenes Ausdrucks nebst 
verwandten Gegenständen mitzulheilcn. 

F) Setzt man in die Gleichung 1) — a, ß-^-ly j9 + 2 für 
o, ß, Yy so .erbilt man - 

Oq «, . «a ^ ^! «! 

On aicb in dieses Ansdmeke o nnd ß unbeaidiadet aeinea Wertbea 
fertnnacben lassen , so folgt unmittelbar die Gleichung F). Ancb 
bat man nacb EntwiekeInng von (1 — apy im folgenden Integrale 



• • • 



Snbstituirt man hier 1 — a: für or, so erhält man das nämliche^ 
Integral nur mit Vertauscbung von a und ß, woraus wieder das 
Bebnttptete folgt, üeber nliea dies kann man aneb die 'GansÜscbe 
Abbnndlnng naebaeben. 
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Mail knm wdi 4daKBnMh 

1.2 (g 4-/3 ^2) . . . 

o l.«-+-2 (^-4-l)0»-4-a)(/J ^1) . . , 

■teh den bekamiteii Regete i» tiiae ParaialMiclie sariegeB. S«tst 
mit iko in dem Bode a:\t\th • • . . + ^ . ' i + • • • -t findet 

° /s -I- « -H 1 

aicli /In, wenn man ihn mit -<|t. i» -f. 1 multiiplicirt und daae 
/S+it + lsas<» aalat Auf dieaa Weiaa crgiekt aiek 

^ l«2....«H-l — n.a-f-2 — »i...«--l«<t«g4-l . g-l-^ • « « 



Durch Zerlegung des obigen Bruches erhalt man also einen der 
Ausdrücke F). Da jener Brucli in Bezug auf a und ß syatmetriack 
ist, so folgt wieder die Gleichung l ), \ . 

G) AlaD.hot die identische Qleickmig • 



« 

0 m 1 . a -f- m «f»2 . . a -I- IM -f- m' 

Der letzte Factor, aus n Factoren keatehend, MlleK Mk für «ia 
wachsendea m der Einheit, wovon man sich überieugt, wenn man 
jeden Factor im Zähler und Nenner mit m thei.lt* Man kann ika 
deshalb weglasaea and erhält die unendlicke Producteoreike G). 

• I- . , • » . •• * . • 



» # 



% 
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• •! '■• ' it I! .• . i; . .»,:.,.*»•, . t , 

• 1.'* » il'rs »•»...••«: it • . I»- •»•n »••*!' ' • - 

• ...!«•».. .'.f J <■ '• • r"i. «. . » 1 . ' . 

• »I • • •» 

CftafgiB^ütitei^ücliungeii aber id^e«' IMtiiiiiung 
der Gurven, insbesondere über die Evoluten 
gegebenier Curven ; und einige Bemerkungen 
Aber die besondei:^ Pl^lkte der Curven. 

* • • • Von ■ - ' , • 

* * ' Herrn Doctor J. Ph. Wolfers • ' 

t .• . j » • • 

astroooniMhmi Rechner an der K&niglicben Sternwarte lu Berlin. 

Einige Untersuchungen über die Krümmung der CnrTOB 
und insbesondere die EY4iluteD gegebener Curven. 



Zuvor wollen wir einige Sätie nnfülvreu, welche 'atcfa in 
sebiedenen Lehrbüchern der Anni^sit nnd «nkor nodorn-m L*»effoiz 
Trait6 ^lementaire etc. finden. 

1) Ist yz=i^{ae) die Gleichung einer Cnrire einfacher Krün» 
m^^g zwischen ihren rechtwinkligen CoonlinnMn^ an- .wM dln 
Oirve geg^on 'A h t g l ay nKo ca^?iiK odnr esnenv wAm^ 



D^icbde« dos xweiie Mforcntial Amt Oiüiwrte In ilnsny 

Abscisse positiv oder negativ ist. 

'2i) ist yz=:^>{a:) wieder die Gleichung einer geircbenen Curve 
und y'^^f.r") die Gleichung des die erstere berührenden 
Kreises, so liat man die Bedingungsgleichungen: 



und es findet nur eine Berührung beider Curven, kein Durchschnitt 
statt. 

3) lat ^ss/{a/\ hingegen 4ie Gleichung des die erste Curve' 
o'aenlirenden Kreiaea, so finden die drei Bedingiitigagleiehnngdii 



»• . 



*=Jr, ite» dar* 

atatt» «ad in diesem Falle wird der oscnlireade Rreia die Curve 

im gemeinschaftlichen Punkte durchschneiden. 

< 4) Die Anzahl der, eine Curve berührenden Kreise an einem 
Punkte der erstem iat unendlich groaa. Man wird nämlioh von 



I 
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jedem Punkte der jenem Ciirvenpunkte angehörigen Normalen mit 
verscliiedenen Halbmessern Kreise schlagen können, welche uUe 
eine gemeiotcbaftliche Tangente haben und selbst aUo berührende 
KroiM sind. Von tfiMen &r«iM «rerdeB einige' dnreli die Ciirf« 
' eittgMclilosaen , andere echliessen lelbit die Onrve ein ntfd iD der 
Mitte zwischen dieeetf beiden "ApUHungen von Kieiien liegt der 
OiGulirendc Kreis. * ^ 

5) Ist (Tat'. 11. Fig. 1.) die Abscissenaxe, /^J^ die p^ege, 
beue Curve, D'A' ein sie berührender Kreis, WN" elo «iidet^ 

. derartiger Kreil oodr.dle übrige ilezeicbniiBg"wi9 ^ll flo ^ifd 
der IrnSllinNiAe Ktnii die.|^e D'^' habe|L,,.d..h| a^,der cAnciir 
ven Seile der Cnil^ negeti/weun ' • ' / #i . *. - 

• •: )ir f;- !' • ' \t\ < 

Br wird die Lage ^^j)^'*- fcalif a| oder.^ielk.iii der fMinTezen Seite 
der Giunre befinden, wenn ' 

d^y d-'y" 
da:' ^ du:^' 

In der Mitte dieaer beiden Bedingungen liegt 

■ » ' . 

nnd in diesem Falle gebt der berührende Kreis nach 3) in den 
osculirenden über, welcher weder gttnk an der conea?en, nocb 
an der convexen Seite der Curve liegt, sondero inn^rbelb gewiaeer 
Gränzen mit der letztern zusummenfälU. 

6) lat wieder SS 9(07) die Gleichnn^ einer gegebenen Curve 
und beneichnet nMin den B^adins dee.Mtinhrendeni.Kee&iei; d. k. den 
Krümmungsbalbmeaser dueeb.f, die Coordfnaten des Mittelpunktes 
eben diesee Kreiibs dnrdk «'«nd '^» ee bidien wir diu drei Glei- 
cbungen ' \-r . , :. 

7) Die GleicbuDg einer Curve zweiten Grades, bezogen aof 
die Axe als Abscissenaxe und den Endpunkt derselben als Anfangs- 
punkt der Cuordinaten, kann uligemein dargestellt werden durch 

Sr*=reij?-|-iwr*, 

• * * 

Hieraua erhalten wir 

\ fp' -h ^y* T=^ ^ ' v - ir» — * 

Snbstituirt man diese Werthe in den drei. Gleichungen ao wild 
nach einiger Transformatien • * . .. 

N ■ 
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oder weoD man eUminirt uod reducirt 

Für eia« PwaM irt «=ÖmU=^-^^^^ 
- eioen Kreis - i» = — 1 »f^^m 

•. • . •• .; -..A./ 1.1- ...1 .:; .Wi s : (oi 

d. h. der KrjjmnoDffqbalbiiieiser im Scheitel einer Carve zweiter 
dm halbeD Parameter alt Radius keachrieben ist •'•' •('•l u ii.u.t»;; 



i ^8) -^MtiiMt WkW aeiisoi die • Weitlif "^M d|r Im« ' W deo 
obiiii für «tad'^^^ g^efuadenen aflg(iiMriiiM*<<Airfiirildkti^ 

und eliminirt mün^ vermittelst der Gleiclru^' 'Öer ^^fcrbijtiieo 
Curve, so erhält man zwei Gleichungen zwischen Jc, cc aiid |9< 
Eliminirt man endlich a: aus bejf^en, so erhält mao eine Gleichung 
zwischen ß und ce, d. b.. die ^^^^OR *lcr zur geffebeoea Curve 
gahSr^nden Bvalafte oder, wie sie aoeb geaasat intd, die Glei* 
•Imnt dat i34irvif Afjt tfU^^lpt^arklfw " ^ >. : . t f •»I »(irftn'! .1 

9) FUr die ParabeMrt * ».'iiob ,:i'»nJi # >i: i n ..n 

»ISO, «»=1 ete, ' = *yy dbr% 

1« >il mnii . • » ; Ii!'.'.' t^-i •!•) . •»•:II« in-li-T. i.u «nncfitd 

«■ I ••• 'nsf' .X." • / i. . ' 1:.« •» 

. Ii!.. • . »1* /» n ){I I". »f *. . ) r. ; . n » i 

r eroer 1 1 ■ ■ • ■ 

. « « »1. -f-**?. if^'i» I«/ . :,i 



Da aber Ar die Parabel y*lteaMf,*W wird biernaeh 
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^ V Jiiüto tot 

uod» weoD man ^ier dtn ebeo gafHAdfiifi|^|il(erÜi voi ^ sobtUtairt, 

•der «nf beiden Seiten ins l^drnt erhoben: 

— - - . ?. I • . 

■Ii Ql«Scl«i^4der 49t Pimbel. eiitepieidie«4f* B? •Utf» 

10) Iii (tkt n. Fi|r. %S die Pmbel} ibie Aec, J 
Ihr Scheitel ond der AnteDgipi^»kl> der C^ordiniiltmi .«ffVUl tm 

a = i«i, . 

dwelhet wi< eJm bIk 1^ fen.r/jftr, des 8c|eite^pnfct 
genmden haben« . 

bt w^t:;*}^«* m wellen wir 0r dia BFoInte den Anfa^gspaakt 
dar Gaeadiiataa aiish verlegen^ alao of -atatt m^Um «etM« aad 

erhalten dann fUr dkl beiden 2weiga JUf waAyDFm Bfolate die 
eiafache fiieftchM^ .... 

". • - ' i(j • . ' * • 



Dieselbe entspricht einer Parabel vom dritten Grade, iodem 
man alle Cunreo, deren Gleichung die Form 



haben, unter dem allffemeiDen Namen von Parabeln begreift und 
•ie unter einander nach dem Grade d«a Exponenten unterscheidet. 

11) Wiekelt man also einen Faden um Df^ ao Maa sein aber 
D bervorragendeg Ende z=zADz=s\m sein, wenn man die Pars- 
bei XAjc durch Abwickelung desselben besclireiben will. Wäre 
die Länge eine andere, etwa DJ^ so wird statt der Parabel AX 
eine andere Curve beschrieben werden, deren Krümmungshalbmesser 
im Scheitel kleiner, nämlich =DJ ist Die Krümmung selbst 
ioi Scheitel wird sngenoaiaie« habett-fnad* wird taimer grösaer wer- 
den, je -kl^iiter DJ wird. Fällt J mit D zusammen, aa iat der 
Krümmungshalbmesser dea dureh Abwiokelnng beaehriebenen Oirra 
sO, also die Krümmung oo. 

IS) Dia Lange üi^ det^Erokite i«t>leieh dam Unteiachiede 
der, beidan ifadpa^htiii anNpiliahaadan -KrHiMngahalhmeiMr, and 
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dft diese sich (nach 6,) iomier darstellen lassen, so zeigt es sich, 
dass die Curve FDf rectificabel ist. Diese Eigenschaft gilt 
nicht bloss für die vorliegende Evolute der Parabel, «oodefB for 
die Evoluten aller algebraischen Curven überhaupt. 
In der Th^t, seUt pi|in d^^r Kurse megen 

r 

SO ist die Gleichung der vorliegenden Evolute 



•■ II. •»> 

— — — t . • 

und wenn eine unbestimmte Länge der Evolute durch v hezeichnet 

wird: * ''''' - " 

• ' I •• • 1 '. • •«/ 

13) Behufs d^r* Qu^lilrirung d^r Evolute ha^c^i wir 

und wenn « in Taf. II. Fi?. 3. den fturcli Df^ tf'ttnd eiogetchlos- 
senen Flächenraun hezejchuety '* < 'N-"' . 



I.; 'i'i 1. .V 



also \ das über a' und gebildeten Rechtecks DGfH^ wogegen, 
wenn statt Df eine Parabel gezogen, wäre, der durch diese und 
ihre'GoordiiMitoB ei^|^icb]jiw«i|a Plächenraa«, \ dei entipreckeii- 
dei Reehteeke betragen wVrae. 

14)- Uü den FlSchenraum zu hestimmeD» welchen die darek 
Umdrebnng der Kvoliptf^ um die |lx«:^AJ>«i||6|^9b^iif .^ei^Ölbto 
Oberflilebe bnt. beben wir den AwdrnäL 

• . — • ^ _ * j ' f • 

*- — - Ä " • • * 

BUS welebem eieb dnreb Integnition ei» Mebloiienir Anadmek 
■talidi dflr Kino wegen t-. * . • 
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..'•»:,• « : i • • ! I • 4 '_^J''**" ■ • 

to wird nach eiiiig^Sr ,RedoctioB 



M^%nVp\ j-^W 



1 /«(L±^' + »/^qr^,| 



unter In hyperbolische Logarithmen verslanden. 

15) Um den Cubikiniialt des durch Umdrehung iiB AB er- 
sengten Körpers zu finden, haben wir den Ausdruck 

JTsssr ^» Jpvi^ da' =:i7rpa'* =inß* . a' 

'also ein Viertel des Cylinders, deften Grundfläche ß zum Radius 
hat und dessen Höhe =:a' ist. Wäre Df e'we Parabel, so würde 
dejr ihrer IJ,ind^ci||nDg entsprechende Körper der Hälfte jenes Cylie- 
ders gleich sein. 

Man kann ilaber eine der Constmction des Archimedes ent- 
sprechende Darstellung angehen, wodurch das Verhäitniss eines 
Cylinders, dessen Höhe nocli einmal sr> gross als der Radius seiner 
Grundfläche ist, zif den beiden Conoiden, deren erzeugeuüe Curven 
respertivej eine Parafe|eJ und die C?nlat^.eine^, Parabel sind, ausge* 
druckt wird* Die Höbe' des Cylinders soll' hierbei die gemeinseheft- 
liebe Abtfeisse der beiden letztern und der Radius der Grifndfläcbe 
dee erstem die ingehörige Ordinate hdsiiiidinen, Pir die Perabel 
wäre demnach 

« 

für die Evolute * 

WSr erhalten d«n 4la8 einfache V^rbMlt^ist dee Cnbikinhalts der 
geianiBiten drei'KÖrper, indem man den^ Halbm^fcr der Gmnd« 
fläche dei CjUpd^ oder, in Tat II. Fig. 4. BF=r aetit: 

Cylinder ÄC£'/> = 2r»;r . 
. ... • . "p, „,AJB€kA=ir*x 'J' " 

. ■ ■ ! . - . 

also Cyl. : t^ar. : Evol. = 4 : 2 wogegen bekanntlich Cyl, : Ko- 
gel : Kegel = 3 : 2 : 1. ' " ^ ' 
. 16) F»r die Ellipse itft die Glei^ung der Kegelaehnitte 

y"=^(2aa:~ar«) 

fM vergleichen wir diese mit der in 7) aufgesteUten allgemeinem 
9Mehang, lo iat hier ' 



Google 
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■ 

' wobei der Anfangspunkt der Coordinaten mit dem Endpunkte der 
grossen Axe 2a ^zusammenfällt und wo & die halbe kleine Axe be- 
uichDCt. ün die Sache etwas su veretofaehen ^' verlegen wir den 
Anfangspunkt •del' Coord baten ' nach- den* Mittel punkte- der Ellipie, 
■ad haben daan bekaon^Ucb für :d|e, letztere die Gleiehang 

• -^-^ -xv ' .1 ; ... ^ 

. Aoi ihr folgt ^ .»« "i';n • ^. • ,u 



. .nun ' 

gesetzt isf. »-»tp..; » •»>-,i;. f I; 

Substitiiiren wir dfese Wcrthe in den oben in 6) MifgettbUteo 
aUgenefitieii Auadrilekett von ^ — a un4 y — wird '' •* ' >^ * ' 



' Ä«. ^ #»Ta*^» > ^ uJf*—^*^* 



oder aoeh afia der draten voll beidibn ''-^ ^ '^^ ' . ^ 

« 

. «I r ** I..* 'f i«'. I.-.. ' ? j£j ' .'..»••'im «I j» '•. 

Aus der «werten folgt " ' '^^ - ''^ 

I 



oder nach einiger Transforaation 

. IL ß^^^y\ 



... I • 



Wenn nan anerst y nitlelat der Gleiehvag der Ellipse ans II. 
nnd dann aus 1. nnd II. Of eliminiren wollte, so würde die res^r^ 
tirende Gleichung von ei^en hoben Grade, ausfallen. Zweckmässi- 
ger dürfte es sein, zu den in Bezug auf die Evolute der Ellipse 
anzvUstellenden Betrachtungen die Gleichungen U und II. zu be- 
nutzen und damit die Gleichung der Ellipse li . ' 



M Terhlnden. 
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17) Um die Punkte auf AB und BC Taf. II. Fig. 5. zu findeo, 
in denen die Evolute die grosse Axe 8cbneide|, setxen wir 

also nach II. ^ = 0 

- III. «» — ^» = 0 oder «r = ±a 

s , 

und - I. o = =iz — — = ±ae*. 

Der vorletzte Ausdruck von o eignet sich am besten zu der io 
,Taf. II. Fig. 6. angedeuteten Construction. 

AB = a, BH=BP^ae, BQ=z BF=^^^j^. 

Vlir FB = BG = a€^ sind f und G diese Durchscbnittspunkte, 
und zwar wird 

F dem Punkte Ay 
G • ^ C 

der Ellipse entspreeben. 

Um eben so die Durchscbnittspunkte auf DBE zu erbalteo, 
setzen wir» da der Anfaugspunkt 4er Cooidinaten sieb in B be- 
findet, 

also nach I. ^ = 0 



W =-f t—h" 



und - II. /? = =p ^> ==p — T — = =F 



Nach dem vorletzten Ausdrucke lässt sich der Werth von ß finden; 
man erhält so die Punkte K und L und zwar, weil y und ß ent- 
gegengesetzte Zeichen haben, wird 

A dem Punkte D, 

jsr - ' E 

der Ellipse entsprechen. , . . ^- . , 

18) Aus I. folgt da = dx, 

. II. - dß = dyi 

M •-«••. • I • .... : . \ , Y . • . 

daher • 



Aus III. aber ergiebt sich 



mithin 



1* 



Db oud allgeineio , ^ ^ 



10 babea wir mo diaien Eode 



•I».- i ' I • I •},! .1 n»f.« >.| 



I.Ar AiA ,i:'>iii. .1- JT" IT's^^'T "J^^ JJiiJ" III : (M- 



Vs 



und 8« 



II 



endlick 



In so fern also y negfatit ist, wie hier unterhalb AC^ ist das 
zweite Differential der Ordinate der Curve FKG in Bazug aof 
die Absciase positiv; ist y hiogqgeti positiv^ wie hier« ober- 
halb AC^ so wird jenes zweite Differential negativ; daber ist 
■acli 1) FKQ WkA,FLO geffen die Abwisf^ax« eonvex. 

10) Diase Curve der Mäte^ttkli .edtr fivol^to dar BHipaa 
■Qss nun rectifieabel sain« ^ 

In dar Tbat wird 



r . TT r ^♦or» "Tlr • - A«ar».. II»*" Ar » 
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Ob die Lftnge ?on JFK voi ctkaltes, »fiMM wir dieies.lntei^al ^ 

* von ac=— rüe' bit o = 0 

•der ' J-i^'^V^ ^ 



•A» 

Dehnen und erhalten ao: ot.'I n. .i' .*% 



5^ 



SO) Cn ^»Ttteli« jF^ltffl&'sn qaedrireD, heben wir 

Wenden wir nun nach eioaMler- folgende Integralforiüeln an 

t • 



• • 



•••• 



ao erhalten wir ' ' • v * 
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Zur BestimmuDg der Fläche /^^A" thussen wir diess Integral 

von a = — ae^ bis a = 0 

oder 

von a: =z — a hia J7=:0 
erstrecken, und da für den erstem Werth von a: 

Z_ a'e*n 

für den letzten Werth von > 

fßda=zii 

* 

ist, so wird 
und 



FKGL = k FBA=\ ^ 

ia welcher letztern Form sich der Werth auch durch die in der 
Figur enthaltenen Grössen veranschaulichen lässt. Denkt man sich 

nämlich zu Fß = ae* als halber kleinen und BK= ^ . ae' als 
halber grossen Axe (17) eine tlllipse .construirt, so ist ibr Flachen- 
inhalt = -|- ae* .ae^Ti, und der Flächeninhalt der Figur FKGLz=:\ 
voD jenem. 

21) Zur Bestimmung der gewölbten Oberfläche, welche durch 
Umdrehung um die Axe FG entsteht, hüben wir 

= — ^ f — x^) V{a^~a:-*) («»— c»^») xda: 

Nun ist -|- = 2a' — A', ferner setzen wir 

Tfcell IV. 10 



14« 

wird • • • 

■ 

Dt^ sWite Integral gebt über in 

■ 

flierait verbunden dae ente 
■o wird 

^^^^ 1 JTi I 2^»s-5^«^^» |y^ 

Jto«g»— (2g» -/•)* 
+ 8a» . 

— «»A» *6a» ^4«» 4«» 

4a» 8a» a . S 

bm die der Dmdrebnng von FBK entsprechende Fläche, d. b. die 
Hälfte der gönnen xu erhalten, nnss daa Integral wie in 20) 

?on — « bis .a; = 0 

d. h. - «=•» - «f=0 

erstreckt werden. Für den ersten Werth wird /l = 0, für d« 
zweiten /2 = a*, und so diese Fläche ^ 



.=yS» »""^ ^ 16a» ^ ^ J2a* 1 — a»* 

22) Cm die Curve zn cubiren haben wir 
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Fflr die gnw Bvolnto ist dietea integral sn mtrecken von 
«=s— • w« daher in dieeem Falle 

s 

Djeien AnsdroclK liann man ancb fqlgendemaMen iclireibens 

Düd wenn man die in 17) gefimdenen Weftte der halben Axen der 

FB = ae^ mit Ä 

• * f * ♦ 

BlCzsi-j.ae* mit A 

bezeichnet, und die letztem ^ezeichnaDgen in den Ausdruck ^ 
K setzt, 

* • • • 

Der Cabikinhalt eines Ellipsoids, dessen bdde Azen Ji nnd und 
welche« dnreii üsidrehnng nm die kleinere B entstanden' wirey 
würde dagegen sein 

B'=j n A*B, 
<o dass man das Verhältniss hat 



oder 



35 



23) Die für die Evolute der Ellipse gefundenen Ausdrücke 
gehen in die, der F)volute des Kreises eDtprccbenden über, indem 
man a=^, 0 = 0 setzt; alsdann wird aber nach 16) 

I. »s=Ci, ll.>/?ssO, IIL y» = «» — Ä?« 

d. h. die Evolute des Kreises ist keine Curve, sondern ein Punkt, 
und «war der Anfangspunkt der Coordinaten, welcher hier der Mit. 

. 10* 
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telpunkC ist. Piess ist ein Resultat, weiches, man freilicli audi 
oboe Caicul hätte erhalten i^ooDen. 

24) Die Betreehtfiogen über die, »der Hyperbel entipreeheodee, 
Evolnte ' werden sieh dadurch vereinfaeben lauen, dass mao aus 
den für die Ellipse gefundenen Reaultatee eimelne dofcb Aoelegie 
für die Hyperbel ableiten kann. 

Die uleicbung der letztern, für den einen ihrer ScLheitel ab 
Anfangspunkt der Coordinaten ist 

und vergleicht man diese mit der allgemeinere Gleichung der Ke- 
gelschnitte 



•o iat in dieieM Falle 



2Ä» ^ 
* — Ka- 



veri ejrt »an den Anfimgepnnkt in den Mittelpunkt B (Tef. IL 
Fig^ 7.) des swiichen beiden Sebeite) punkten befindliehen Stilefci 
der Aze, lo wird die Gleiebnng e^mmetriseber, ntalieb 



Ane dieaer erhalten wir 



dx «• * dx^ «V' 



• 

öder wenn man, der bei der Ellipse angewandte Tranaformalion 
analog, 

■etit: 

Setzen wir diese Wertbe in die allgemeinen Anidräcke von x — a 

und y — § (6J, so wird 
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uod liienius 



Feraer 



I. a=-r 



IL = — 



3«9 



Aus dem entgegengesetzten Zeichen in II. geht hervor, dass wie 
bei der zur Ellipse gehörigen Cur?e der Mittelpunkte zu einem po- 
•itiveo Werthe tod «tw« I^M, eis negativer Wertb voo 
HP gehört nod angfkehrt. Denaadk wird 

die Carve MJ dem Zweige CE der Hyperbel 

. CD - 



entsprecbeBy nod gnns ähnlich fdr den »weiten Theil FAQ der 

Hyperbel. 

Man könnte nun y aus II. eliminiren mittelst der Gleichung 

III' 

und aug der resultirenden Gleichung uod I. a: fortschaffen, um so 
eine Gleichung zwischen a und ß zu erhalten, welches die der 
Evolute aein würde; allein wir wollen lieber, wie wir es hei der 
BIlipae gelhan haben, die drei Gleichungen aeihst benntiisn. 

85) Setst man cunächat ßss% ao wird aua* if. ys=0, ana HI. 
^s=rt<jr, aus I. a = ztflre*. 

Diese beiden specielten Wcrthe voo u geben uns die beiden 
Punkte JI und /i' der Evolute, welche respective den Scheitel- 
punkten C.und A entsprechen. 

Die nnn welter folgenden Betrachtungen werden« wegen der 

ganz gleichen Form der beiden ersten Gleichungen mit den für die 
Ilipse ihnen entsprechenden, auch den dort angestellten sehr nahe 
kommen, wessbalb wir uns hier etwas kürzer fassen und die dorti* 
gen Resultate ohne Weiteres anweodeu können. 

Wir haben demnach . . ' 



nlao 



da 



•1 iL 
4« X 



da: 
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Ai ^ 3«^ 3 6« »jT 

* 



und 10 

3g»x» . Sg»y Sg»ar» . Ze*xp te*if 

Bi geltea daher auch biar dieseHien Regeln wie 18) iber die €•■< 
▼^ze^aod eoDcaTe Form der ETolnte. 

26) Zar Rectification der Gurre haben wir die Gleiebung^ 



— — 



5 yar4toV^df»(«»-h^»)— a*=^ fmdxV^e^ai 



oder 



27) Zur l^oadrirang der Evolute beben wir - 

und bierfür findet man nacb denselben drei ersten Integralforoieli 
wie in 20) nud der Tierten 
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38) Zur fteitinmuDg der gewölbten Oberfläche bebeo wir- 

f^anz denselben Ausdruck wie bei der zur Ellipee gehörigen £t<m 
Ute, Dur mit eutgegenfifesetzten Zeiebea; also nach der dortigen 
Auseioanderaetzuog in ^1) 

= l^«* — (2«» -i- ^»)» -H #»^= l/'Ä 



endlich 

29) Zar CoMw «rhalteB wir die Forael 
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Sil«* 



II. - ' 

Einige 'Bem^rknngen über die betaadero Pookte der 

Curven.' 

Ist 5f=:9(:r) die Gleichung einer Curve, so nehmen die posi- 
tiven OrdiDateo so lange an Gröite zu» ala ^ positiv^ nekaet 

hingegen so lange ab, als ^ negativ ist Wenn also in einen 

Paukte der Gnrve ^ Teai Poiitiven wnm Negativen llbergeht, so 

ift das demielben Punkte entsprechende y ein Maximnot in ent- 
gegengesetsten Falle ein Mini ni an. 
lat 1. B. . 

wird ^ den Zechen naeb den von « entspreebea» je nacbdaa 

m beicbafien ist 

1) Es sei ei grade, also es— 1 nngrade» so wird , 

(äf nem^v wenn jf-^m 

positiv - jp'^m 
es findet ein Minimnm statt - ^rs«. 

Denn für x-=za — h wird y=:3H-£rA" . 

und - ai = a-^h - y=^-|-«A" 
also beide grfisser nie für orss«, wo ^ 

Eine Grösse geht vom Negativen zum Positiven über entweder 
dnrch 0 oder durch oo. Im vorliegenden Falle findet das Ersiere 
statt, es üit also Im gesuehtea Punkte 

d. h. weil ^ die trigonometrische Tangente des Winkels bezeich* 
net, den die Berübrungsliaie im betreifenden Punkte der Carve mi 
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der Abscistenaxe bildet, ist diese Berühruofi^siiaie 4er Abieitfeaaxt 
parallel, wie MH io Taf. 11. Fig. 8., weon 

Ap^m . 

. «if=*. ■ ' 

Nm knn diew «ach mi Cmmb. Aue 

• ' ^-<» ' " • • 

dx 

folgt durch IntegratioB . 

ysConetooe» * 

d. b. im Punkte M ist das Element der Curve eihe grade Lioie^ 
welche parallel mit der Abscissenaxe fortgeeilt; eio Reauitat) weicbea 
der Saclie nach mit dem vorigen übereinstimmt« , 
Wäre die gegebene Gleicuung der Curve 



dy 



dx 



ud hier geht g tm H-ü m^ P' > für «=«-ril 



durch 0 - w=s.a 



über, daher findet io diesem Falle ein Maximum in M (Tad II. 
Fig. 9.) atalt 

2) ht u der enteo Gleiehung 

M ungrade, also m — 1 gradet so wird, für a:z=za — k, 

eiid Mich, für «rs«-f-il> 

4sr 

nd ie der Mitte liegt» filr jpsse^ 

^ = 0. 

Ein Maximum oder Minimum kann daher in diesem Fal^e nicht 
stattiioden. Betrachtet man aber dae sweite DUforential 
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I» wird, da « — 2 nngrade wt, 

für ^ = 0 — ^»^^n^^T- «. (*» — 

Die Curve ist also nach den frühern Untersuchungen (1) für 
OP^a — A concav und für ^=:a + ^ convex gegen die 
Abscissenaxe. Der Punkt M (Taf. II« Fig. 10.), in welchem sie für 
a7z=a voo den Eineo xnin Aiiderii übergeht, wird «io Weod«- 
pnnkt genanot. , 

Für c negativ, wie in der zweiten vornusj^psetzton Gleicliung, 
würde die Curve umgekehrt von der coavexea Form gegeo die 
Abscissenaxe in die concave übergeben. 

Im Wendepunkte ist also ^ 

und aus dieser Gleicbuog, erhaUeo wir durch zweimalige Inte* 
gration 

die Gleichung einer gradei^ Linie, d» b. im Wendepunkte ist dw 

Element der Canr^ gradlinig nnd dieee grade Linie gibt, da 

» — ^1 

dl/ ^ 

ungleich die Riehtttng der TangMe ßiit in M ad. 

Oben haben wir deii Krümmnngabalbaeaser einer Curve 



gefunden» Im vorliegenden Falle wird fdr 4en Punkt M 

^=0 - 



I. 



1 

. r^'^^^i 



d. h. der Krümmnngihalbmesser unendlich gross, die Krümmung 
alio anendlich klein oder vielmehr das Element In M gradlinig. 
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3) Es sei m ein Bruch, dessen Zähler grade tiiid Nenner an- 
grade, etwa = ao wird aus 



# 

•4r»ei — A, ^Ä-»-t 7— ; 

^ ' V^Ä . ' 

^ = oe. . • . . 

* ... 

Da bier ^ dareb 00 Tom Negativen sum Positiven übergeht, so 

findet im P«nkt üf ein Min in an atatt, denn aowoki 

* * • • • 

fib 4rBsar<--> A iat jfsx^*-!»«^, 

all aacb • »sm^h - yzsib-^cU^ 

Ferner iat in M (Taf. II. Fig. 11.) die ,Taugeate, wegen 

f^ = oc, . 
seoiurecht auf der Absciisenaxe. Da 

nnd ao 



10 ist die Curve dicss- und jenseits 3f gegen die Abaciaaenaxe 
coneaT and der Punkt M kein Wendepunkt, in Jf ist fdr jrs:«^ 



Dieser Punkt, in welchem die Curve bei der Vereinigung der bei- 
den Zweige UM und JbM (Taf. II Fig. 12.) plötzlich innehält, 
wird Kehrpunkt genannt. 

Für c negativ wird M ebenfalls ein Kehrpunkt, aber ein 

Maiip^nn, indem oon ^ dfirclt voAi>So||iti?aii aa|aJ((egi|iU|rfa 



Digitized by Google 



15« 

Der KrifaHMBgfhdki 



y= — ^y— 

wird im Puakt Jtf=:Of die KrümmuDg also uoendlich gross, was 
auch der Fall sein muss, da die Curve, ohne in Bezug auf coocave 
oder GODvexe Form ihre Lage gegen die Ahacisseoaxe xn äodero, 
doeh die Riektaog ibm hmäu mIM pIMM ändert. . 
Wenn deniiach i 

oder soe^ 

80 findet ein Maximum oder Mioimun von y statt, je oachdea 

^ von Poaitiven xnin Negativen oder nnigei(ebrt übergeht. Findet 

kein Zeiebenweebael f tatt, io ergibt aicb weder ein Maxmoai nocb 
ein- Minimum, londem Mn Wendepunkt. 

4) Die Tangente am Wende|innkte oder am Kehrpunkte kann 
gegen die Abscissenaxe eine ganz willkiilirliche Lage haben, da 
man ja die Lage der letztem l^inie heliebig ändern kann« Der 
eratere Punkt ündet aich stets, wenn man 

• > * • < 

Si=öoder=oo 

setzt und vor und hinter ^denl gefundenen Punkte verschiedene 

Zeichen haben, letxterer hingegen, wenn die Zeiehen mvarindeft 

bleiben. 

Während * * - 

— fiir y= Minimum 

pssid — e{af — «r)l - |f s Maximnoi 

und in beiden Fällen . einen Kebrpnnkt JU ergeben, erhalten wir aus 
für einen Wendepunkt, weil 

= 00 für 

nnd weil ' 

Die Ordinate bleibt in beiden Fällen reell nnd die Corvo erstreckt 
.aieh. daher nndi beiden Seiton hin von jenen Pnnkte nns. 
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t 

Hätten wir dageg-en die Gleichung 

so wird y ima^riDär für a;=za — also endet die CurVe mit 
dem kleiusten VVerthe ac^-a^ in welchem Falle y^=zb\ hiogegen 
für jeden Werth ac^a^ h wird ' > ^ 

so dass jedem Werthe a + ^ von a: zwei Ordinateo entsprechen, 
welche unter sich um *lch\ verschieden sind, wie in Tuf. 11. Fig. 13. 
in welcher M dev VereinigungspunkC beider Zweige ME «ad MD 
bildet. 

CJm die bisher gefundenen Relationen nn einer bestimmten 
Curve dai^ustellen , denken wir uns den Kreis DFE (Tuf. 11. 
Fif(. 14.), welcher auf der Linie DG fortrollt. Ein innerhalb der 
Peripherie o^elegener Punkt R wird alsdann eine gestreckte 
Cycloide Leschreiben. 

Setit Mtn 

HC—a 
EC=r 

and ist der erzeugende Kreis nach HG gekomnen, no dniiy wenn ' 

so wird der crzedgende Punkt sich jetzt in K befinden, indem 
<C JLH=v. Die KIHf, senkrecht auf ED gefällt, sei die Ordi- 
nate y und HM= jc die Abscisse des Punktes K\ alsdann ist 



hieraus 



nnd dn 



jp^m — m ces r, 
y^r»^m sin r; 



dx , d^x 

^==#sinr, -^^=a cos 9 

g=ar-h« cosff, ^ = — « sin tr 



4tß daß d*:p 

dy dv d^y du ' dv- dv ' dv- 

ito <te* ~^7^ » 



so wird, nach gehöriger Substitution: 

, dy r a ros v d'^y a -\ r cos y 

S « sin tr • dx* •» sin 

Für t>=:0, d. h. für den Punkt R der Curve, wird also ' 
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* V 

Die erstere Bedinffiiog sag^^ dass in /{ die TMgento d«r Cmre 
senkrecht auf der Abfeciaaeneze ist. 

Da ferner für . • « " • 



^ dy_ __r+«cdka 

^ da? « tu ff ' 



io ist in diesem Punkt ff ein Minimum» nämlich =0. 
So lange 

4i+r cos tr^O» . 
bleibt negativ» alao /UiC gegen coneav. Für 

• ■4-r cos t; = 0 also cos r = — ^ 

wird . . 

dx'» ' » 

und es tritt der Wendepunkt der Gurre ein, indem für . 

r cos • 



^— ^ positiv, also die Curve gegen KD convex wird. Für des 
Wendepunkt bat mau ^ * 

W • m T~ <— ^ • 
T r 

Für tr=:180*^ wird -^ = oo, mithin die Tangente wieder senk- 
recht auf JÜD, Ferner wird in diesem Punkte 

dx a sin V a * ♦ ' 



• m OOS V 

und 

toA» ' dbr , <» sin « 
V - ' cy r — a cos o 

' ify r — a cos a' 

mithin ^ = 2« ein Maximum. 

Drücken wir» nach Eliminatiaii Tou if, y dufch «la» iO wi 

lf=r • aie cos — rr- 



Digitized by Google 



169 

und es würde also für a:^2a, y imaginär werden. In dem 
Paukte, der-dnreli 

bestimiit wird, findet ein ZuunuBentraifeB Bweier Zweige der 
Cnrye statt, nnd in ihn wird . 



Da eodlieli fär deoselbeii 



und 



ftr r=MD«-a, 



r cos a — a • 
sin «' P<>i^tlf ; 



7 negetivs 



■o iet der gefandene Pnokt. gleiebseitig ein Wendepunkt, in wel- 
chem die turve vom Convexen snm €eneav«n in Heng «of die 

AJiscissenaxe übercfelit. 

Von diesem Punkte aus g'eht ein neuer Zweig* der Curve an,, 
in welchem von £^=180*^ bis vz=:^^0° dieselben Verhältnisse, 
welche wir fÖr die (letden enten Quadranten yon v gefunden ha* 
ben, in entgegengeietster Reihefolge wiederkehren. 



> • 



XVII. 

Aufgabe^ 

, » • • • ' 

.Von • 
Herrn Doctor Anton Villas 

ni 



* «1 



Bo Mi 
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' 1 . 2 . . . ifc - 

■0 hat m»Dß wenigpitettB für Jadci fpanie poiitive «: 



I 



Man verlangt den fieweii dieioa Satseik 



Sammlung physikalischer Aufgaben nebst ihrer 
Auflösung. Zum Gebrauch in Schulen und beim 
Selbstantenieht Von Dr. Friedrieh .Kries, 
Herzog!. Sachsen- Coburg -GothaiscLen Hofrath 
und Professor, mehrerer gelehrten Gesellschaf- 
ten Mitgliede. Mit zwei Kupfertäfeln. Jena, 

Frommann. 1843. 8. 15 Sgr. 

Voa 

Herrn Professor L. Kunze . 
SU Weimir. 



Die PliyaiiL bietet für die.BilduDg von UebiHigiailfgaben, die 
iiit Dfilfe der elementaren Hatheipatik au%eKhiet werden kdnnen, 
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einen so reielien' Sioflf dar, d^ss mao sich billig wuBdero inuss, 
•ia Ar Mich« Zweck« bis jetit lo weniff bcouUt su sehen. Ohne 
hier die Unacbta dieier K|ifib0Ngi,i|iiK a'&er su erörterB) wird wobl 
Niemand die Nützlichlteit * einer Sanpilvaf^ physikalischer 
Aufgaben in Abrede steiles, 'Weiin nur die Auswahl und die 
Behandlung derselben dem Bedurfniss der Ijcrnenden gehörig an- 

fepasst ist. Und wir können das Letztere von der vorliegenden 
ammlung mit sgutßni Grunde behaupten. jiiie wird gewiss allen 
Lehrera'der MuthesMitik und ^hysilc an Seknlea .eine willkoromene 
Enchctiaang seiir, iAsoaderbeit abe^ yöa Dcraea freaadlicb begrfisst 
werden, «Me aacb den. weit, rerbreiteten Lehrbüchern des .ehrwürdi- 
gen Herrn Verfassers ihren t'nterrirht crtheilen. 

Die ganze feiammlunff enthält 318 Aufgaben^ nehst den voll- 
ständigen AuQösungen. Jene nehmen 43 Seiten, diese 115 Seiten 
ein; welche zwei Zahlen sich beinahe wie 3 zu 8 verhalten. Die 
Aafffaben sind pijt fortlaafeadea Nnaioiefn versehen/ sonst aber 
vaeb zwölf TfimcUiedeilen'. üeberscbriflen' geördntfif, die wir slir 
nlheren Bezeii;bnnngtd;e9..1pbaltes hier namhaft. n^cb^U wollen. 

L Bestiamuag des specifischen Gewicbt^ der Körper (^5 Aaf* 
gaben). ' • . . 

W: Bewegung der Körper (13 Aufi^abeii): ' ' * 
^L Vii\i der Körper (Scli\yerpuuktj. 6Chiefe,>^|^eDe; Pendel; 

4? Aufgaben). , . ' -r, 'bi.S^" 'li-. * , 

,JV, Stoss der Körwr (49 Aafgi^^tt)., r/ . , 

V. Gleichgewicht fester Knrpi^ (23 Aufgaben^. • 
Vi. Gleichgewicht flüssiger Körper Aufgaben). 

' VIL VerdAii^Hng und Ver4üiv^«Mg..?la^i«ff||«C. (flM^ig^mtcA. ^ 

AufgabeiO* ) 

VIII^. Gleichgewicht fester, und flüssiger Körper (16 Aufgaben). 

IX .Arehiaiediii^be, AulTgabe (mit einigen aniiaren, »laai^ 

X. Das Licht betreffend (76 Aufp^ben).., , , 
X\. Die Wärme betrelVend (7 Aufgaben). 

Xll. Gegenstände der (^ngcwairdten Naturlebre betrefieud 
(laath. Geographie; sphärische Astrouoinie; Höh^nmessen if^t dem, 
Barometer; 3.7 Aufgaben). ' ' . .' 

Wenn wir uns, nui) , erlauben, iU^ser 'lnbaUsanxeige eiuij^e Be- 
merkungen über die Aufgahen selbes .beizufügen , so gcsclueht 
lediglich in dem Interesse für die gute Sache und in der Hoftnung*, 
dass diese Bemer^u^ge^ i^i dem ^rf |)jiir . ke^ne ^npassepde Stelle 
finden werden. 

1) Die meisten von den Aufgaben I. sollten mit den verwand- 
ten VUL. zjufammMetjefieaL-deank.d^r SelyUerkana sie yiejif lösen, 
wann er den bydrostatiscbea Sats vosi Auftrieb nicht kennt. 

8) Bei den AuQösungeU der Aufgaben 13, 14 Mid 15 scheint 
es uns unnöthig, das ubsolute Gewicht /» des Körpers in Betracht 
zu ziehen ) da bei einerlei Volumen die absoluten Gewichte sich 
verhalten wie die speciiischen; p fällt auch immer aus der Rech- 
nung heraus. Wir würden die Aufgabe 14 noch etwas ullgemeiuer 
sa vortragend. lO'fiaem'G^W beindet tieb eine Ptisihglieii 
darilifr ..siteh^ leichtere, i^; yine Kngel C (oder ein Körper 
van beliebiger Gestalt) sinkt in unter und schwimmt auf 
man fragt, mit welchem Tbeil s^za: die Kugel C iu ^ eintaucht. 
Siad nnn y/on C die speciüscbea Gewichte ^, c, so beisst 

TfcattlT. '11 



162 ' ^ ' 

dtftt wtna «Am .WMefnKDgii'i aal wkgt, ••^i«a^-*«lM gMk 

♦.'.l. .1 • .7 .1 • . ' •' Ii.*'.** 

. / . I • . ! • )"l#t.. ' . • Ii*. I«.' I > • 



f «r I : • • • 'i u 



•: uBd 'ilaa Segment of der ^- Kugel -dat^täf * ' 

1 — 4? der ^ - Euge) IjJ. — . 

foigiicb • ^; " ; . 

•r— # : »1 I f . v ' . » • 

QffC Bear YerfaMer hat ^.fyr d#ft .Jkif^ig# c ^9f| 1^ (Hr <^ biesige 

^ gjBMtit - Ihr. der -IS* Antjgtibe ht nim itD«ilttldBiir>== |^ = ^ 

= 0,53968.:.; nod in der '"15. Aufgabe, 'liach' der Foriiel 
<r=^«— ^)+^, dM getiicbte . O»i»987rfr0/Na«s90;69^ 

' 3) Bei dem balHatischeo Problem, Nr. 37., sagt der Herr Verf. 
iD der AufldsuDg: „De ein aebief jn die Hübe,geiporleBer'K6|'per, 
ohne den Widersfai^d der Ltitt, eViie ^erainl.'beiidirelbt,, so'binM 
hier die Theorie' dieser Linie berücksichtiget werden.** Der Herr 
Verf. gellt imn von der Gleicliung* der Para!>p1 aus und beruft sich 
dabpi aiif sein bekanntes Lehrbuch der reinen Mathematik (6. Aufl.), 
Er hat jedoch weder in diesem, noch in seinem Lehrbuch der Phy- 
sik (5. Aufl.) nachg^wieseo, dass die Bahn ejnes schief aufwärt» 
g«wdrfenen %'9tpeTk' «inv Parabel nein ■ilH(er''**Kr %ira *dnhei 
wohl sweekailUaig gewesen, das Fehlende hier naehiaholen« * FBf 
die 'Lösung der in Rede stehenden' Atffgabe alftlieint uris Bekannt- 
schaft mit der Parabel unmittelbar gar nicht nothwendig, indem 
man sich an die ursprüngliche Betrachtung des Gegenstandes hält. 
Referent glaubt nichts Unnützes zu thun, wenn er in Kürze mit 
tbeiJt, wie er seioeq Schülern die ^jacbe vorzutragen pflegt, lo 
Flg. 2.' den Boehei iel'jr0=^fe* die Wnrfsgesi'hwindigkeit in 
tSecnnde. Man ttfMt ^Ps^p und BP^q\ Dmt=g sei der 
Fi^nranm in der ersten Secubde. ' 'Wenn nun die Püükte P*^ 
m' für eine Zeit von t Secunden eben' daa hedeaten, was 'jO, /*, es 
für 1 äecuude sind, so. bat man 

und es gilt demnach fsr die Höbe m'P'z=sh des g«wnrfBnen(J^ör- 
pers, nach Ablauf 'ven $ S^cnndcn^ die Gleichttaiir • i'" 



JHMelsee JP" wSehÜI n^n. an tnr WWiae' den Wttirlli 



no 
ns 



.VI ■» . 
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•»»il« n«*M .Ii /r .{»II*/ »»* • 

■ •■ . • • ' '.l I,- 

p ob4i ^ J^tttiieten eines reckitwinkeligeii- Dreiccki sind, dessen 

Hypotenuse /r constant ist, so wif4 d|is Produkt p , a ein l^^.ösa- . 

tei, weDii P'ssf nt DenDacli findet die gro'sBte Weite bei 

kk 

einem Elevatioi^wiokel DdP von 45 statt, vnd sie ist 

■**' * 

weil in diesem Falle ft,(i'=i\kk ist. Für zwei Flevalionen, die 
einander m ÖO" ergänzen, also für -\- w und 45° — wenlcn 
bloss die Katbeten p und 7 mit einander vertauscht; zu diesen 
Elevationen . gehören also gleiche Wurfweiten. 2lii? Blevation 
15* oder 75^ gebört die bnlbe ^rösgte Wiirlweite$ diee folst 
lei^t MM einer einfiseben geomctna^ieD Gonstmctioii. Die Höbe 

h-^(q — g*t)t wird ein Grösstes, wenn — eines 
ist.^- bfti mMntt'-irireier rerilnderlleber SSaUhi'|-'--:-/ tlDtfV; die 
•we «bfülaMidige iSiHinie.«B-|-..gebe»|. bekiHRiit lalfer MtBeof grüiete» 

Wc;rt)l> ir^A die Fa^tqu^n eÄuMi4«r gleich sind, .-^.7-^353 Wftf- 

wm felgt griisite Höbe gehört alflo tiir balbeo Zeit 

des Wnrfs. Nach dieser halben Zeit ist der Körner senkrecht über 
4MP Httfe' V^ii AB. Damm gebört die gröpitcf Höbe SC «neb 
aar bAlbjen Wiirf#eit^ - und ' sfe ' wird erbalten, wenn aibn, J» 

fyr / an den.Pldts «etat ^ Also is|. .-./u .1 



I. Iii.'- .'r. filil'i M ..niiT'|gÄi^22.*— =38 < r.fN-i 

. . 5^ V V . . 



M4efi neracioa kt ff^ikki fetglich iüt'V9£r=:^tttt|^j 
d.^'lk. 4ie grÖMte HÖb'cr..batiSlig| ia dieifem ,F«Qe iiiimer ei» Vjeürt 




YOD der gr(i|f||len, WeUe.^ - l^vr .pn4^f ^ als dif in der 

Aufgabe vdrkonimen, Ji^tWfi ipoB no^ttirljch die trigODomf^laeh^n 
Tafeln zu HiU(f^ Bfrbfiön b^t iiä«iltpb| Kli^vftiMMwiakfE^ 

|»aB j|r • eot ^ == , sm tr. . . . 



Bei gleichen Zeiten vor und nach der halben Zeit des Wurfs er- 
langet der Körper gleiche Höbe; dies folgt, wenn nwa^fla 

^s^.f— ^.ly fÖr f iBd^raf.^-:<^]|«d daan ^-l^l' aetat« D» 

aber s« aeleben Zeiten aneb ^leiehe' ttntfernaaf;eo Cf disaeits va4 

jenseits ¥0D , <7 gehöre^, jo ist k|ar, .4a8« d^e .f^ai^e ,l|(iufalij|if 

JSjO Ant<!^}i ßCjß eoDgraei^fe, Tbell^ Jf^yt ^^^iffitheilf 
wird. Man kann nna auch leirlit zeigen, dass die Wurfslinie eiiie 
Parabel sei. Denkt man sich .nän)lich die Bewegung in jedem 
Punkte der Bahn aus einer verticalen und horizontalen zusammen- 
g^etzty jft^ist kUr» dase in /S die vertkale bis auf Mali ebgfinojii? 
nie«. Ji4imi4tAiir ^Hk die.lkef iaoiiit*ie vtiliVMie» bib^hfr Pdlg« 
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welcher der Körper eine b 1 1 l^e_ Parabel 8B beschreibt, wie ib 
ollen Elenentarbtteliem der Phy»lk jgfeWieaaa wird. Will mm aber 

lielier rechnen , so seb« mui ID Klg. 1. unseres ^Baebes /SfJV=x 
als Abscijise und MN=:y \U Ordinate ^r, *Miid '^Ai ^i^Httlt 4aai 
ans dem Vorigen leiebt die- IVerIhe < " " m .i i. • 

woraus,' wenn man y quadrirt nnd'^ als geinaiiueiiafili^hcn Tae» 

tor absondert, folgt ; • ' * ■ . • . • . • 

I i' ; • . • • • . • •., I Ii . : * ^ • • 



0 • • • . 

' t ... - '- ..^ 

Oi€s Ist 4ia Gleicbni^ ainer ^nrabel, die ^ vm Sugm^ 

4) Die Aufgabe 63 bat der Herr V^rf. nur mit Hülfe der DM^ 
ftrentialrecboung BabMidelt; eiae «lementwe Aadifsifiiff' tfebeint ihn 

nicht beigefitllen xu sein. Wir wollen hier eine solche mittheilen, 
iis handelt srch darum, in einem rechtwinkeligen Dreieck, deMSes 
eine Kuthete a gegeben ist, die Hypotenuse ^und die andere 

Kathete y so m bestimmen, dass ~ir .!^^^ Kleinftes ward«. Cr* 

.richtet man nun in dem EndpuniLte von or, der y gflgyinn^psli^, 

auf >r eine Senkrechte, die der verlängerten y begegnet, so ent- 
steht ein rechtwinkeliges Dreieck, worin a senkrecht auf der IIv- 
poteouse, x eine Kutliefe und y der eine der beiden Abschoitte 
ist, in welche die Hypotenuse durch a getbeilt wird. Demnach ist 

die Hypotenuse selber s^r.—. Aber in einem« racbtwiiilLeligeB 

Dreieck, dessen Höhe a gegeben ist, fällt die Hypotenuse ofieabtr 
dlilin «m' kleinsten aus, wenn «ie von a hnibirt wird, d. h. weiui 
^r=-a und a:=za\/'2 ist. Eine andere elementare AuflösuQg ^ 
tet die Trigonometrie dar (vergl. Seite 90, unten). ' ' 

^\ S) Pfir 'ille. An$libe m: unr einer Waage nffi^'iiD^leichen Ar- 
me'n das 'IKchti^e Gewicht eines Körpers xu (inderi^''kann die 
tniehtbikg Wöhr etwas einfacher werdeu.* ' Die ungleichen Anst 
seien «r, a-, das wuhre Gewicht des iiörpers jc\ die ungleichen Ge» 
gengewichte p , p'. Dann ist ax^ak^f.'^ ^x = mp\ folglick 
aal jcx =■ aa' pp* und a:ä:=.pp', ' ' ' ' 



6) Ajich die ^u0ösunjif . der^^ufgabe 141 läsat s^b karp«r 
JbeOf |Ha^ jflu^et sofort 4ie 'Gleichung (n^ 15. ~ ' 



• • I "... I- . «• . _ is«v £E. • • ^ '"v*. ^ 



odttr/w^pn 'm das; wo^t p ntalttplicfrt lül, ii 'aetfbt.' /^=m««; 
liiiH' bnr soll mitbin «In «astea w«rK^n. VÜä.iA^ 

Mgli(B^itiiMi>« «liiO'SonktMto ^«f^MPMliJ-^-DfMe Soi^ 

Mbit 1MI»4btr'«Mibnr'^4aMi^M'gffiMMi My WIhub 'CW«a f 
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so gedcf^it wird* daes BC ^.ui CH senkrecht ist (Fig. 16. des 
Bucbes)« . Will nun »ur DiA'erentialrecbnung seine Zuflucht neh- 
IBdep, so gewioDi; die y%ii(li>suo|r 4ufch Einfuhrung des Win kj^js bei . 
M^m^ Ejl^i^W- ,.JN«iimwi ,jprif. (QeafMi «, so liii4eüi if^if. lei^, 

n^tii«!*^ ^ai gi*» « »"»pn 'I. . ••*•» »n. t* 

C|)|| hj^r, ii^ird der eingeklammerte Ausdruck ein Grössteg, wenn 
••«'«r«»«^^^' UftbmiipivMä Mck eiit«^r* »t« io erUteB .wir 

. • ^ • . • I' • •• 

Mi 

jr=---, wie im Buche. 

7) Bei der Aufgabe 143 findet unter derselben Bedingung ein 
Maximum siuit, wie bei der Aufgabe 63 ein Minimum^ weshalb 
die elementare Lösung, dio^wir oben für 63 luitgetbeilt haben, auch 
Iiier in AnweadaDgr kommen kunn^ 

8) Omer den WKwiplM^ die daii^LicKt Mrdibo;' kommen 
aebrerO' vor, die iMl' redit 'zutckmHssig beim Tuter riebt in der 
Stereometrie benurren lassen, z. B. Nr. 220. für den WrcIiseU 
scbniU beim Kegel. Wir hüben überhaupt die ßemerkun^r ge- 
macht, iliisis die 8cliülcr in den ph Tsi k a I i sch e n Lehrstunden we- 
niger Neiffuug zeigen , einen Ue^^enstanii aus der Physik au sf üb r- 
ÜcId iiiit' nullet. ..der Matj^epatik «n jrerfolgen; wäkreiMi sie mit 
gi^ssem Jjnlf resee JieJ einer pbysilciilMcbeii Aufgabe vjerweilen, die 
srelegeBlUcB in. ileo, pDf^tkemiatische n Lehrstunden all Anwen« 
asngr eines vorgetragenen Satzes behandelt wird. 

9J Bei Gelegenheit der Auf^tibe 229 mng die etwas schwerere 
hier genaiint werden: Auf einer geraden Linie sind fünf beliebige 
Strecken AB, BC, CD, DE, EF gegeben; man soll den Stand- 
IHinkt jP finden , von welchem nns «Be fieideo; ioMenlen-Streeke« 
AB, Bfntd die mittlere nnter gleicben 'Sebewinkeln er* 
•obeiBfD. ; ' . 

10) Bei der Aufgabe 254 können die Sinusverhälttitsse ftiglicV 
entbehrt werden; die Aui)ösun$!: fol^t kürzer aus einem. bjB|(lUi||teB, 
*^«tze vom Dreieck mit einem hulbirieu Winkel. ' ^ • 

• 1. II) Die Aufgaben 272 und 273 über, die Ortsveränderung dee 
BilieA l^i iPONUMeq B|iv«gung. dM\ebe|ien Spiegels hätten etwa«, 
kürzer hehundeU irerdea. kiwiitn^. ^Die AjiflfMmog beruht gans 
einfach darauf, daii twiicben a(H-'4 er — 6 die DiiSfrfas 
s2^ ist. 

12) Die letzte Aufgabe*. ,,In welcher Entfernung von dem 
HÜLlt^lpupkt der Erdkugel wird ein Körper, der sidi zvyiscbei^ ihr 

' und dein Mo^ide befindet, von beiden WeltkÖrpern gtei«;!!, stark . an- 
ffCiFogenf*' liest eine etwaa cYeganlere AuBötnng »ii«, Vohet die ' 
Form einer unreinen quadratischen Gleichung vermieden wird. 

- Ist samlicb die Entfernung der beiden Weltkörper s=60 felrdhalb- 
messer; die Masse des Mondes =tV der Erdmasse (nach IJan- 
■ eo); die gesuchte Entfernung vom Mittelpunkte des Mondes 
= ar: so ist nach dem Newton'scbeo Gravitatiousgesetz 

C*0-*)« =i> ii» 80«»=(60-^)«, *l/80 = 60-«, 

60 600/80—1) „„.,,„ 
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" So fiel von dem Irilfteren des Bucbeg. Wag de« Aestsere d«Bse1b(>i 
attliiDget, so sind Druck und Fnpier gut 'tu tt^urieo, uod zwei 
ättobere Kupfertafeln (aus der KönatanfUlt: Von Herrn A. Mädel 
in Waitt&r) gereicbeo dem Bndl^ ^'^r * jUMItimh JB i M Ut k * 
aniser den angezeigten Druckfehlern noeh eiiiige wenige atelien 

f geblieben sind, wird bell 'Bit Schoii'a'ng Miirtb^ilen , da es gar zu 
eicbt möglich ist, dass t^^^ bei der Correctur in den Zahlen und 
Formeln etwas übersieliK Tile folgenden Fehler sind von dem 
Herrn Verf. selber, nach dem völligen Abdcuoke. des. Backe«, .«acJi 
aufgefunden Worden: ' '.^^ 

S. 9 Z. 12 V. u. liei 45 ttatt 25. , ' ' * ' 

I »r^ II. i»", 4 V. II« -. '20. ri. 3p'. r/ ir». M m*.. • u 

"-'WJ '"ü v. u. dei^ 'statt die .^.nu^ ».! i • 
: - 53 ist immer 15,095 st. 15,1 zu setseo ' , * » ' 

- ^ . 54 Z. 11 I. 16>a05.030 at. 15,1*^960 ^ • 

• (tO • lO v. u. 1. JD=z ßCzstfsi jhz^y-, aucki feh*. 
Jen in iler.^en Figur die Uniea iind 

6t Z.'6 is» naeh «^«iaiekMig** ainaiiieWten ^^umk «er«« 

' - Ä in d^r Aufgabe .94. '21 fat life'dati'AttadrflaLaii' l&V ain a 
dud «tt « iai Zählet» 2C7«"Wegxta8fi«ieben (#ie noa 91 
" ' i: iogleich erbel^ welkii ^^V|(c^etit jNrihl) ^ * 

• . 77 Z. 8 K- »l-it 195«^ Bl'r.'. ' 

. 12 V. u. I; IMS at.« lS»6t and. .0i .1. » m, 

.» . m». 4' . - • . » • .A\ V .V 

--Tg'*. S.Ii tK2" fct. 22' 45r,^" : 

Referent bat durch die vorstehenden Bemerkungen (die etwte 
mehr Raum fordern^ als sonst im Archiv bei der Anzeige eioei 
Büches üblich ist *) das Interesse seiner v^fe^brten Herren Gollegen 
für die trelfliebe Aufg^ab^nsaMmlongi dfi^e Ufts 4ier g«boie«: wiri, In 
Anaphicb' Pehmen wollen. iDuss «r Bfch selber lebhaft laflr in- 
teressirt und dem Buche eine froditbHngende Y^erbreit«bg li^üfieiebt, 
mag die Ausführlichkeit dieser Ba^iel'knagea ; Weaii «ttth niobt 
rechtfertigeil» doch entschuldigen. • ^ . >> 



• • • t 



•) Auch attsTubrli6hern, so 'waiftbvblh''Binl^M M <Tekfh>i 

cende enthaltenden Recensioaen. Warde *icft Immer Mr gM einen 
Fiats in den Aiehii^ elnrlaaien. ' ' * 6. • 

' ' . • ..t' . • • j. «j .. : . i'.i ji t . •,;•) ... : 

■ • ' : .' . • ' 1.." . , .;.5'* .'I «i'i i{,i:.n.- 

' ' . * :» ;U. 'ii'. 

• ' ^ 1 ' ' - « 

••w • •» 

- - :v. • ; I * 

» : • • • . • — - . •■ '\ 

I ♦ • I- • / 
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Einiges über die Eiilerischen Integrale der 

zweiten Art. 

Von 

w »•••...}:'•'■■' V ■• • • /'■-..! 

Herrn Doctor O. Schlömtlch :r > < 



( .V zu Weimar. 



I * — * 



1- . i 



' Ini'^tcil' Hefte des 2teD ßimdds dieses Archivs hat in Nr. XXV. 
der Herr Herausgeber mehrere der neuesten Entwickeluogen in der 
interessanten Lehre von den Euleriscben Integralen mifgetheilt. 
Aus den dort aufgestellten Formeln lassen sich noch einige wich- 
tige Sätze sehr kurz ableiten, von denen ein Theil auf anderem 
i?eniff(>f ^infaeh^Q; Wege schon gefunden worden ist. 

Wir nehmen unseren Auslauf yop der in jener Abhapflli^ng 
(. 19. Nr. 7. entwickelten Formel: 



da 4/0 * (l + ar)«' X 



y'**^ir ^ /** 
0 ,a? */o. 



NiiDint man im zweiten Integrale j-^-^^ry, also ^ = — — 1, so 

wirdyatcO u»d yasl, wenn ';r = 00 und .-rintO geworden ist, 
und man erhält • '* ,.; » ».. .•• . «nr^» . 



'*:' ■ * "i • . 

eine Formel, die iiran«herli&t A.nwcnduhgen tähig ist 

Man bemerke zunächst, dass das erste Integral auf der rech- 
ten Seite voi^ a ganz unabhängig i«t,; scJireiht man daher diese 
Gleichung für <y=l+a und az=.\-\-ß hin, 80 fällt liei der 
Suhtrirklion beider Gleichnngen du s ' erste iransfendeMe. Integral 
weg und es bleibt blos die DitVerenz der beiden anderen altrebrai- 
sehen Integrale stehen , welche man wegen der gleichen Integra- 
tionsgränzen in ein einziges Integral zusammenziehen kann. Man 
erhält to di« Gleibhong^ « r ' n e,,. . 
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welche mao soDst auf einem Umwege ableitete *). 

,f 2- 

Wir wollen jetzt fn»""»^'*n ^f,eiden Integrale betrachten; 




J 1 «/-Ol — y 

welche^ V eine l)elieki^r /iihl, f einen positiven äcbten Bruch 

bedeuten soll. 

Entwickelt man im ersten e ^ nach Potenzen von jc^ so wird 
durch Integration der einzelnen Glieder: 

/■^r-^ —--//.-» — -i-i — -+ -2^-1- 
i_> ar— T.i-1-T-,.2 *1.2.3^ 

/( 1 — c) -i^ Y . j Y . |- .... 

1^8 frngt hieb jetzt, was aus dieser Gleichung wird, wenn man n 
ins Unendliche wachsen lässt. Man erfahrt dies« leicht, wenn man 
bich aus der Theorie des Integrallogarithmus erinnert» dass 



ii»> « 



ist. Die Entwickelung gielit hier, wenn 'wir das Unendliche ali 
Lim einer grossen Zahl n betrachten: " • . ' 

■ t 'Ii.. I, 

ti 1^' 



Ii (e-^) = lu _ 1 . — -4-1 . YTi^^ ' * • • 



« • 

Der zweite Thcil ist die berühmte Constantc 0,5772156 deren Be- 
stimmung in der Theorie des Integriiliiie^arithmus eine nicht uner« 
hebliclie Schwierigkeit war, welche Muscheroni auf sinnreiche 
Weiäe gehoben hat. \ ergleiclien wir dicss mit dem Wertbe unse- 
xaa Integrales, so ist durch Entwickelung von /(l — <) 

^=0,577..., (3) 



Setzen wir ferner im zweiten Integrale, welches wir betracbteo, 



für y ^ die Reihe: l -h y-l- y* -f- y* -f- . ., so ergiebt sieb 



I / . .IN.» »; • il/l 



1 1 



*) Legendre: Traite des fonctiona elliptiques, tone IL Gbap.i XIIL/: 
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HaitipiiiiM. wRi^^iifihi^^ r0kriiiil»:<f.'ii«i «Wk«h,«i|tirMl 

stehende davon »Ii, lo koniMt 



. -,.7 . - .=rffe f^•+*-+;T "T":7* V. 1 

I. :ii «II Iii*.» •t'n'-'i «H.Ii,-':! • r. •»[ . it iiIvmJ) 



• t 



• 



Wä^ii^Dd (ii^i^^d^o, ^^iben (3) «q^ (4)%'**''' für positive äcl^t;;^^^ 
brocbeoe t convergfr^»^ so.^oBx^ivlrl; dlie yprsteb^end^ ttuch.^iiof}|i 
für ffsl; wir crbalteo flir diesieii Wertbfi ' ; 

BriDgen wir auf der lialcen Seite die Gleidionr (1) in AnweoooDg 

nnd transpoDirim d^ Conatapte Ci^j|!^$7^uO^^^^ wir 
das elegante Resultat: ' ' ' 

i " ' 

eiae iiir jedes oe^itive a,,inid f&iv «nflgatif e a, dereo. i|luif^tttef 
Werkk kleiner ala die Einheit iat, conTergireiide Reilie» 

. 'Sobald. c^2wificben dt^^ftnul|^cup^-ip.l und ^1 li^gt, J^nf^ lich 
jedet einzelne Glied in eine eanvergireirtte 'Rvike amwandeln und 
■an erhält 

. .11 ; -11 ; . , . 1, . , ■ .. . - • I 
" • •• " li.tlP. .,/«■.« I. ■ if \m I^ULll'- "« iA 



: f • " 

{lnittt«~i|in) diese Ridfaen. in Tertikalcr, Richtung suaBaen und 
"^"'' ^ ^aiit die' oufliaie der Reibe: 



y .:.») .»b "m. ' ,'r'\**. nb tu,, 'i iml*»: «i.* • ij» -.rf • . '"Mu/I 

an «igtekt aiek: ^ ./ ./I . • .r .n..j jH/ 



/^l+a)==-CM-4Ä.a»---iS.a«+^^«*--..... ^ l>a>-. 1 (7). 
wird und die nthit Seite ncii elienlilM Mmollirt. Fftr oegatiffl 

tt i»|j . , j — _ I ^. • , . 

/ni— o)=Ci»+iÄ,o>4-4Ä,a»-i-iÄ^a*-i-.«, -|.l>a>— 1. (8). 

flä die^äUei ;sr„ s,, o/iJw; iiBBer' Weniger von der Eiaheit 

differiren, je grösser der Index ist, so übersieut man leicht, dasi 
die Gleichung (7) aiirtt noch jfjir ^=^-;Hl gilt, was bei Fornifl (8) 
nicht der Füll ist. Aus jeder vön beiden Usst sich C bestimmen, 
wenn man a so nimmt, dass ir{\dtia) bekannt ist. Diess'fiudet 
in ^7) statt, W^o, mun setzt/ Weil dann ^/Yl) = 0 wird 

Dnrch Addition erliäifaMkn * "» * - - — * ^ 

oder 

"-^ ^ •. III,.. .,; » , 

Durch Substitatipn dieses Wertlies erhöbt man di^^ GfBfemnnz der 
R4UieB (7^ ia4^l uedil>ÖSpip.t« + j \ -= - }- > 

/f^l w^Wyjs-iA/ li^^-^ - i'Ä,«» iÄT^«» 4^. 'vi- . (10). 



Die Formel (5) kaon aneb dasa dieaen, die GaaiMarnnktioi 

IXl-^t*^) iu 4^10 Ho e.qdl^cbes .Produkt «II < vesvaadelD. Mao kaaa 
o&ialilBh jenenBlefiBkuag ^ aclireiW: '-^^ ^ 

1 1 I 



I f 



*) Legendre gebt gerade den umg^ekehrten We^. Er findet suerst dies« 
Formel und reduzirt die Gleicbuog (5) auf dieselbe. Traiti des foocC 
eil. lome II. cbsp. IX. et X. « <''»*' id9p;i» <•« 
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Bez«ichDeii wir ^le erste Reibe mit K^ so ist durch., Malti^Jikati^^i 
■it äa uod lotegratioB zwMcbea dea Gräozeo a = a vküA a = Cl:^ 

H-^ +^ 

^4 •' »»»itii'i Ii/. ••.'.> • •-sr. . :r:"i.j'f i:», {.-• i. ♦ " -il. «. .. • 

..Mfliiif • \.i I»'" /:•• • k - » H • I !•!.•: . I »ri m • i-.-/ 

«11+«)= (jr-C)«-4» -I- +7 )- V+ f ) - • • • 

BeoierkeB wir/dMs (A*— C)a = /SiC^?i^.itt und geheo. tohl 4eii 
Ug^fimiffi' aontie iE«1il6ti zo^Bck» •rgiebt'ircl/^''" ^''* • > • 

•■d mBD wir nos an den Wertb vod K erioDeni 
oder auch 

»+T *+T 

■ ■ - • \ ■ . 

Schreibt nra diese Gleiehnng' Ancti' fiir negative a hin und niulti« 
plizirt beide, ^ß .erhält ,Min die bekannte unendliche Faktorenfolge 
fiir^in. COT. ^'-^ »\\: : •>itiH#ii| \ -.x .«v nni./ .i...]-!.; 

liehen LegaritbBen»..fo ergiebt eieb 

^ f ür ' X \ 



m Afibe lit ttoeichttich ihres BilduDgsgesetzes merkwürdig, sup 
praktifecben Bereebnnng indeseen gobrauchbar weg^en der aenr ge* 
riegen Convergenz. Durch einei^MIbiklft 't7Mi^autflun|f «AiÜlt 
hieraus eine schon bekaonte Eigenschaft ?on C Gehen wir näni* 
üch.hMi ^i|indn.4i^».G)iede^fOi»at| .^. .;. - \ 

• iti*. Iii M nani ti.J Uz-iu. • !'} .iini.J 
^4ßK weoB auD alle LogerithBen nnIlöBt: 

" fii-f*^"« 14;. ,«4- - ^ "4'' .1- 



• • I «> 



t> 1 • 
1« . ..1 n 



in 



. . . -h .1' I- • . 

Mao kSonto Uicht ^bmi lillgeMiBmB Sali dieser Art «afstelleo, 
w«on msn Ib Forael (11) a nls positiv und gaas aaaiaiMt. Ei%i 
iadasaea j^on keipar binderen B^dautnag. 

- f 4. 



Bezeichnen wir ^ für den Augeubli^k Qtit /"(a), so 

ergiebt sich aus Formel (5) für a = 0, /'(0}=:— C. Nebaiao wir 
daher in Oleicbuiig. ('2) ß=zO^ so ist „_ 



• • • • • t 



fei 



oder, wenn wir uns ao die Bedeutnag von f{a) erinnern und ia 

Integral a: für y setzen, -[;''+^ . > . . I 1^ 

Das Integral kann jederzeit leicht ausgeführt werden. Denn was 
auch a sein ipöge, so kann mon es durob die gehörige Substitutioo 
für imW Mf 4ia Föria* "/ • ' ^ i 

»• .i;« .la.l'.l, M* i .! i • 1;.; 'i;!! »iiy * ' L.' ' 

knogen, wann at, posiliTa gansa Zahlen sind, a^nj^ kennt 
aber den uabästiianitan Warth einaa aolcban Integrales, folglicli 
«Nkf4aii!.s«iiifikii*!<tonii^J^Bm< 0]i|nd.|., .tf^n,:haifr,Min>AinMr: 



«a4 fliifcifi«lfe.!dnr.£:ieicMDg (^jS).,. ,i ..... ; 



wodurch der Werth des Infegrsls li^ks jiMaMII.'^dfiMfcBrwifdaa 
kann« Für /i* = 0 bat man sehr einfach 



f^f^lar *3te = — 6 = — (0,5772150 . .) (17). 

Man kann aich von dem Integral (16) zu einem allgemeineren er- 
heben, ind^ man k^v für k setzt, wo k eine wiilkührliche aber 
f oaitive Grösse ist. Die linke Seite wird dann: 
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* ' ', ., ■* , f . , . ' , < 

und durch Vefgleichuog mit der rechteo Seite in (16) findet 
■MB niiD 

i^^c-« v;?^f ^1 (.8); 



ttsd dieaei Retiiltattte«I]gefMMi;y<wcll-^win>^ci««\ wiHkiMUto 
C^onttiipte Torkom'Bt. 

* ^ 

Ist ferner in (18) fjb eine ganze positive Zahl =i», so bat man 
/![«•+- 1) = 1 . 2 . 3 «.« M\ ferner.! . i.<n » • w m .. . .7 

» 

— i-r^ -1- T -t- • • • • T 
Folgiicb lat: mJI ü i'- 'i il'Miim ,• h ^.1. 

DaraM lint lieb leicht ein in die DUSimidalrechnnng gaböreadet 
Thaoraa ablattaa. Waaa m aftMliek in (18) .m;^^ Mtst» 
ao itl - . . 



DifTereBsürt Biaa diese GieicbflBg m mal aacb Jk, ao erbÜt bwb 

laicht 

VaqiMcht aaa dien mt der Forael (20), aa wird 

(-1)-.» (T>=^TSr^ 



Ein anderweit ben^erkenswerthes Resultat Iä«^t sieb auf M- 
gende ^ehe aus ForiAel (2) ableiten. Man nttte a = /i-|-v, 
ß = v-^u. wo fi und für die Differeoziation coDstont bleiben 

m hv*» "X .xv..->*!-, ',-'-^<»-^^ '"- - \ 

' Bs werde nun beiderseits mit du multiplizirt und nach u innerhalb 

RehreD wir auf der rechten S^ite/ die Ordpuog der Megrmüou um 
«od iotegrir^B ^inerit Meh •] ^4«s lotegral \ 

* 

Vergleicbeu wir diess mit der liAkeo Sske, eo tat - * ^ • 1 



eine Formel, welche sieb ebenso sebr durch ihre AUg^meinbei^ 
als durch ibreu symmetriscben Bau auszeichnet. • * ' •* 



« UV 
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»'.Ii'. ! : )<Iü i:- ,' 



4 j/ \ :l 



IJel>er 4iis i'flnÄamentalproW^^^ der l^atoptr0i^ 



» >.'. .i; i">"y \ ' i'/i> «Iii. 
I.'«» t .^f ••i'J« ' »1 

f "'» '^f 'S-»: 



" '>'?.,«^ • .»» '1t": ^ «rv*.* f •" ..'.« f'i' '. 
•»•'•Iii/ .^-jImi/ ; '*•••.••».»-,.„' 

>■ '»Z }t('i »»1 ^ 1^ I »■•; 

' ' ' Pie' jMmiBit^ Arbeiten der ^err^D ,Selil<e|«r9a^ker un«! Pßttiyi^ 
auf dem G^tiiete der Optik veranlassen mich, dem jm zweiteB, 
Tlieile dieser ^eiisclirift veröffeotlicbten Aufsatze üb^r 4f*'t^^Ww^. 
formelD der Katuptrik und Dioptrik nach und nach eioige 9nderc( 
Abhaadlunc^cn über diese IntercssaDten Theile der Mathematik fol». 
geo zu lassen, welche ich ursprünglich in einem grössern, der 
weitem Au»bU4un|^v<M!r ^Kfita[Urik uod DiopirM^ ^iridoieteD Werke 
■it einanJer^ so Tereinigeü und ' sn einen tyinniatiiehen Gänsen 
in yerurbeiteu dachte. 1 ' ,7 

jn der '^''^''''^^^0^^"^^'^ Reihe dieser ^beiten eröffnenden Ab-, 
liandlung werde ich zuvörderst eine neue Auflösung der Funda-, 
ineDtalaufgiibe der Katoptrik und Dioptrik zu geben versuchen, 
mir diese Aufgabe, auch oacib deq bish^f^ei^ sehr verdiep^flicbeii. 
Arbeiten fiber diesen Gegenstand, so weit dieselben sn meiner 
Kenntnisa freltonimen s^pd, ju»cb ulpblanit der Gescbnieidigkeit, 
Allgemeinbeit, Strenge und , GTcganz , wie man wühl wünschen 
möchte, aufgelöst worden zü sein scheint; wobei ioh^ wie wobli 
kaum noch besonders zu bemerken nötbi^ ist, unter der Funda- 
Bientaiaufgabe der katoptrik and Dioptrik die Bestimmung des 
Weir es eines voü einem gewissen gegebenen Punkte im Räume 
•a^b einer bestimaiten Eicbtoog bin ausgehenden, nnd ^iai'*Jdii«p' 
Reilie gegebener spbäriscber FIfteben, -* denn auf solebe bia jet^t 
allein in der Praxis IVffcKomrofnde'' Ettcben werde ich die folgen* 
den llntersuchungpn ' ein!3chränken , wenngleich eine Erweiterung 
derselben auf Flachen überhauiit eine besondere Schwierigkeit nicht^ 
darbieten würde •), — eine Zurückwerfung oder Brechung eriei- 
disbdcii. Lichtstrahls verstehe. An die allgemeine Auflösung dieses 
Pnndamentalprobleatfa aollen aieb dann a]Wtbrbhi ^eraditedeBe'apei-', 
ciellcre Unterancbi|nflen,ani«blieH«B«% . > . \ 



TUT 



•1. ' : • ; 

') Eine Ebene kann immer als eine Kugetflicha mit einam UBandliab^ 
grossen HaJ^assec^HrtfibtH W|ir<}fft.~ — -»S — 
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9 



f. 

£b seien überhaupt 

die GleichuBgen e^ner ^e^Men Linie im Räume ui Beiug au^ tl«| 
'belieMg^' l^€Btii4bkli{i^' Coor^i^itensystein der a:px. lo dlei^f 
rttdea mbi« neliaie naD >)ii^to| .Ml^^ifil^f f Pankt als Anfang einei 
neuen de« ptinitiven ^ystenir der op^f», parallelen Coordinntei- 
Systems der an. Dann^Ji^d nach den Prindplen der eaa- 

lytbcben Geoaietrie 

die Gleieliungen unserer geraden Linie in Bezuff auf das Sjitea 
der Die 180® nicht übersteigenden Winkel, welclie eiiier 

der beiden Tbeile unserer geraden Linie, in welche dieselbe von 
dem Anfange der ^j^t«, getheiit wird, mit den positiven Tbeileo 
der Axen der ;r,, y,, einscbliesst, seien respective a, 
bnd a,, c, peien :dfe Coördinaten eines beliebig^n 'Panktes. in 
Adi 'iilf' RMe -'Mehend'en Tbeile itiierer freraden. Linte *in ' dta 
SyiÜbtee 'der \ir,.Vi^i* Beseicftn^il 'ii>lr' ttanrn^'^e Btatfemung dieses 
PüWkt^s ton dem Anfange der ar.'jfiX, dukh j^,' ito 'ftt olFeikbnr ie 
VfilKgcl^ Allgerteinheii^ , ' ' " • . \ ' • ' 

• . ü f«. «II*» ♦! :'•> . ii ' ••. • ".!•.' f.' : 

r>Ji>'?/ ii'^X^jöSr^ COS a, ^, =±:^ /r, =^ COS n - 
M i* »• .. -Ji » j; • •. •: . ;,• j u* :• ' \ i-*« .: 

wi^ augenblickltch erbfllet, wenn .pan nnr' Qbdrlegt , dUh jaad 
^ner 'bekiionteb Constmction die' geometrischen Darsteiriingen der 
CÜbt-dinfifen <r,, des Punktes '{a^d^Cf) \fi\eld effial'ten wer» 

dien, Vc^Tin man von ^diesem Punkte nüf dii Akcin düi' '^,V lf«t 
drei Periieodiket fällt. -Weil nun napb 2) '' ' * ^ ' 



iU, tfo ivC nach S) : ' ^ ^ 

.Mtti -^'leos^ = coa a, ^ oos f^zqA^ cos a; * 
•n(.M ' i:.* •»♦'••! ' i: n . . ■ » i o. : • 

midkilelglicbr.. •. . ' '•» . •*• n... •. i.» 

SipJ nun c die Coordinuten ^jp|jjBiiJ|L^^ines'^^anktM dnrcb 



und folglich, wenn nun dieae Gleiebnngen Ton den Qleiehugee 

1) tabtfahirt: 

y — ^ = -<4(ar — €?s3a^i(j7—w). ' • I 

I 
I 
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Alto Immb rieh bmA 4) dim CHridmagta 4m gigebeien geradeii 
Unie mner «ater der Pom % ' ^ 

COS a ^ '* 

5} I ' « . 

cos y : 

;-*-.|r=: (4P — «) 

CO« tt ^ ' 

« 

oder uiter der. Fern • 

A\ ^ — ^ y -- ^ g — c 

• 1. cos cos ^ cos y 

derttellen» woM ■an aber niebt aat den Aagen an lanen bat, 
dara ibierbei isMer rechtwinklige Coordioatea voräusgeajBtit werden« 

Von diesen, übrl!:!:f>ns auch soost schoD bekunnteD, fiir dae 
FoYs^ende aber sebr wichtigen allsremeinen Bemerkungen über die 
p:era(le Linie im Räume wollen wir naq au unterm eigentlichen 
Gegenstände übergehen. 

Wir denken aaa drei von einem Punkte im Räume aufgebende 
sammtlich in einer Ebene liegeade gerade Linien, welche wir fiir 
jetzt die erste, zweite, dritte gerade Linie nennen wollen, und be- 
zeichnen die Gleichungen dieser drei geraden Linien und natürlich 
auch ihrer \ erläus^erungen über den geWinschnftlichen Ausgangs- 
punkt Liuaus io Bezug auf ein beliebiges rechtwinkliges Coordina- 
teaajatem der '^ir^ reip^tive durch 

#yssaMH-/» a = ^« + ^; N 

Die Coordioateli des Punktes, von welchem diese drei geraden 

Linien ausgehen, in dem iinQ:enommenen rechtwinkligen Systeme 
der a:y% seien «7,, r, ; und die Gleicliung der Ebene, io welcher 
die drei in Rede stehenden Linien liegen, sei 

8) ^dr + iffjf+C!K + il=0. . 

Ferner seien 0 und 0, die beiden 180° nicht übersteigenden Win- 
kel, welche die erste und dritte gerade Linie mit der zweiten ge- 
raden Linie einschliessen. 

Weil der Punkt (//|^,r,) in jeder der drei geraden Linien, 
alao aneb in der durch die Gleichung 8) charakterisirten Bbene 
liegt; 80 haben wir nach 7) und 8) die folgenden Gleichungen: 

und 

TMl.lT. ' - It ^ 
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10) ^;e», -f- ^9^1 ^ + 

' :. . 

Weil ferner jede unserer ^rei geraden Linien nebst ihrer Verläo« 
s^erung über den pfciiu insoliaftlichen Ausgangspunkt hinaus ganz 
in der durch die («leic-bun<>: S) charakterisirtea bibene liegt; so iit 
nach 7) und 8) ofi'cübar für jedes a: 

woraus licb nnBittelbar die bäiden folgeodeD Systeme won 
cbttDg^D ergeben:. * 



und 



FecDer ist n^ich deu Priocipieiy der au&l^tiache|i Geometrie 



Sin 



13) 



..... 

nnd folglich« wie leicbt erhellet, 

14) sin 6^, : sin 0( • 
• —.1 /1 Hhi r* . l/ (^^J*-f-(^'-i»)^-t-(«'i^i -<ii^>* 



M 



/ t 



Wegen der Gleichungen 11) ist oun 

J{m — «'j -H C(ßS^ - M) = 0, 

15) )j(a'^a,)^ C{a'l^, — a,^')==0, 



(iDd 



16) 



oder 
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nad ' ••! * # »'. 



Also ist 



nnd \ • 



Nach 17) uod 18) hat nuiii audi die folgeodea Gleichungen: 



und 



Also ist 



uod 



Ä'(a'-«,)» = C«(i'-i,)', 

-i- -t- c») (« — 



Weil niui nnch U) ^ , 

Bin 0* : sin ©i* 

L±fbl±±il . - i)' -f- jb' ^b,Y H- ( flr'A. ~ 

14.0*^^» • . {a^m'Y'i^ib^b'Y-i'iflb' -^«(bY 

— i - 
ist» lo ist nach Am Tf^rto^rgefaendete- 

■in ö» *^.hji—l±:fbL±hl^ i^-iz^\^ 

12» 



1 • < 
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«der, wean wir «nnehnen, dati dai Ferhältaws 

' .sin B • * • 
I . v ' sin ©4 

cpnitont ist, und der fcttne 

, ' . sin 0| ^ 

Selxen, 



0» nach SO) 



«(^ — y— if, 

und nach 19) . ' ' > ~ • 

• — _^ ab' — ab 

ist, so ist auch 



und 



f. 4. 

. Dnreb den gemeinsebaftlielien Ausgangspunkt nnserer drei ge« 
räden Linien denken wir uns' jetzt ein dein primitiven Systeme der 

jei/» paralleles CoordinateDsystem der ^i^iXf gelegt, und bezeicb- 
nen die von den drei Linien mit den positiven Tlieilen der Axeo 
der a^x, y,, «, eingeschlossenen, 180° nicht ühersteigenden Win- 
kel , durch a, " » /'i i'ij 5 so »ipd nach 6) die 
CUeiehnngen nnserer drei Liniin- 'nelwl Um^n Verlängentnffen Über 
den gemeinschaftlichen Ausgangspunkt hinaus In .dea| Sysleme der 
4rys, da ^, , die Coordinaten des gemein schafItKehen Aui- 
gangspnnitts der drei Linien in diesem l^jsteme fui^d: . 



cos a cos ß • . cos y 
cos a' cos /J* cos /* 



* V ..V cos ^ic^- cos fi'^ eos 



Digitized by Google 



I 

nad in Obigen ist «Uo - , • 

coa . ' CO» y 

^ ^ cos ^ -^cosj^ 
^ ^ 00t «I* • * cos a, 

SU seizeo. ^ 



Daher ist noch 19) 
2§) ' 



t 



C , . Mi « cot /r- CO« H OOS 01^ 


eo« ji' cos yi 


— COS y cos ßi 


€0« OOS '^t 


— eoe ^ CO« ffg 


_ • cos ß ^ TOS y 


^ riis y^ cos ß 



also 



30) 



€08 a COS /T — 


cos cos a' 


cos «' cos — 


• cos cos et, 


cos a' cos ßi — 


- cos ß" cos a, 


cos «1 cos y — 


- cos y, cos a 


COS Ui COS /} — 


■ cos cos a 

1 


cos ^ cos / — 


• 1 

001 y .cos ^ 


cee « «Bo 


to»)^ OOS 




-OOS y eo» 


€9ß ^ §M y^ — cos / OOS «1 


cos ßi cos y — 


cos yi eoi ß 


cos «1 cos y— 


OOS yi cos 



oder, wie man etwas symmetrischer diese Ausdrücke aucl^ schrei- 
ben kann: 

^- jt cos y cos ß' — cos ß cos y' .. '9 
' IF cos « cos y' — cos y cos a' 

cos y' cos /?! — cos /3' cos y^ ' 
cos «' cos y» — cos y' cos 
Cos y, cos ß — cos ßi cos y 
cos «1 cos y.-?- cos yj cos a' 

* „o\ cos « cos / — cps y cos «' 

^ €? ~ cos cos — cos «.cos ß' 
cos « cos y, — cos y cos,«, 
'"^ eoe ^ cos «|— eoi cos ^1 

cos «t eoe y— cos eos «f 
"~ OOS /I, cos « — cos «1 cos /I' . 
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C cos ß cds a — cos g cos ß' , 
» ' U cos y cos ß' — cos ß cos y' 

7" fH>s y' cos #|.-n>eos /Tfcos y, 



' cps />! cot « — 
cos y, CO« ß 



— CO« g|(coa ß 

— W« (CO* /' 



Nack der Qleicbug 28) iit fenier ^ ^ 

cos^ cos ß' i^(££L^i)»_|_(52lili)» 



1". 



(' _ ' ^ III ) I l £-i|» 

coa tt cos g" \* ^^co> c/ ^^cos «/ ^ 

cos CT cos tf m cos. CT COS « 

• ^' . •. - • • I . • 



.:•> r ' 



'I 'Ii • 



aick leicht 

cos a cos ^ — cos /> o^ « v ^ c os^^«i^ -f- cos /?i=-f-cos y,« ^ 

cos OOS i9| — cos /S* eos «i' ' * cos -h'cos fi* ■+- cos y* * ' 

d. weil Back, ^ineiü. awi .der jnallytipphen metrie bekautti 
Satse 



( 



ist, 



• c^s o,*H-cos -hcoß yi»=s J 

^ cos 4» cos ^ — cos cos g j 

^CjM COS — COS ^ cos tti^ — • > 



und fplglicb, wcdo wir^ der l^^rze wegen 



\ 

eoe V cos ^, — cos ß' cos «i 

tT/: OOS ff eoe ff »^-ttä. ßimu u* 



ergiebt. 

Weil nuD aber iumIi -des 6bigw 



cos «* cos /?t — cos cos «1 
cos a cos ff — cos ß co»-4^ 

cos cos y, cos y OOS ßi 

cc{^ /I^Me-y^-r>«Q9 ,y cos ff 



cos y' cos g, — cos a' co& , 
cos y cos vt — ^cos a cos </ ' 

ist) 80 haben wir «aeb 320. 4ie drei i&ülg^eir'Glelebuigeii: 
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oder 



V^Oa «' COf if. <^cos cos a, . 

I COS « cos /J* — cos cos a *^ 

/ cos jg* cos y^ — cos / cos ^ty^ .. 
* \ cos /J cos / — cos y cos - ^ 

\ I cos / cos — cos a cos ; ; . 

\ cos y cos d* — cos c cos y' . 

UB. denen iicli mh teieht die Relatioben . . 

I . • ' 

+ (cos r CO! of— cofl a*eep a^*^ eop ^||:=:0 

38) (co8 cos yi ^ coi / ,co» qos a' \ ) 
' (cm a <of «h. ooe 4I1# et« jf') 

I * 

39) (cos cos y|.-— cos /.cos /J,) cos a\ 
. (cm y' coB «1 — coB 000 r») cm 

+ (cos cos 9's — c(» F ^1) ^/ 

ergeben. • ' ' ' 

Nach 36) ist NID 

cos cos o, — cos af co» ^, =s/*(co8 ß cos — cos a cos ß')y 
cos cos — cos /f cos =Äfi(c*ry cos cqs /? cos y^» 
cos cos —cos y' cos i«, =:^(cos « cos y* — cos y cos a'); 

ind sian bat- daher die drei fislg^nden Systeme von GleichuDgen 

' cos a' cps a^ =cos u' cos ' 
co^ a' cos =:cos cos a, -i-fiicos a cos /S' — cos ^ cos «O, 
i^os «* cos = cos y* cos a,H-Mc08 « cos /— cos y cos y')i 

ferner , - . 

... , ■ 

cos fl^ cos «, = tfos «f cos -I-M^os ß cos o'— cos a cos /^), 

cos ß' cos /?, =coB /f cos 1^1, 

cos /J' cos y, = cos y* cos ß^ /*(co8 /S cos y' — cos y cos ß); 
endlidi 

coa y* cos «1 ps^-cos cos y, -h ii*{cos y cos a' — cos o cos 
cos / cos 9^co8 cosjr, Hr|»(cos y COS — W /? cos yO, 
coa y' cos /| = cos y* cos y,. ' 
Unadrirt SMn M beiden Seiten dieser Gleicbungen, und uddiit di 



IM 

dadurch hcrvorgebeDdeo dleiclHHigeD *■■• eisMder, ••'•rUUt Mk, 

weil bekanntücli ^ 

€os^ «i' + coB • -f- cos » = 1 ; 

iat^ die drei folgenden GleitlningeD: ' 

coi.o^sscos cos o,* 

-I- |cos '/f cos a, + a' c'oe — eee eos 
-h {eoi epe +/<(coi « eoii y*— coe cos a')\\ 

Icos /f » s= cos /y*- eos * . 

-^^J \ . ' -f- tcos a' cos /?, -f-ju(cos /S cos a'—coia cos/?)}* 
+ |cot cos + f»(cos coe eoi y eoe /f)}*, 
cos /*a«eos eos y,» 

•f- fcos eos +Kcos y «' — eoi « eos 
-f- tco» cos y ■ /[»(cos / COM eos /? cos 

oder nncfc 



^ «i«i»Mcos c cos /y — cos coi oQ 

cos a sin «j ^ > 

^ . cos cos g|H"iu(cos « cos / — cos y cos «') 

cos o' sin a| » » 

1 « CO« i>iH-/<(co« cos g' — cos g cos 

' ^S /r sio i9| > 

' . / ^i-*-/<<oos /? cos /-^cos y cos A*) ., * 

* cos / sin /Ii • ^ » » 

• I -^ f ^ *^ yi-l-#«(cos y eos g^ — cos « cos y) ' 
' • OOS / sin yi » 

j cos ^ cos y,-|-Ai(cos y cos ß'^^ cos /) 

* cos / SU yi I - • 

Durch gehöriffc Entwickelung der ersten der Gleicbnnicen 40) er- 
liftlt nuio, weil bekanntlich ' " d / 

coi a'* + cos /f* +C0S 1^* s 1 

ist, die Gleichung 

COS 0tf*S=4O8 

COS /f(cos « 008 /S' — COS ß cos a')( 
I -I- cos ;^(co8 a cos / — cos y cos a') I ^* 

^- 3 j (CO» « eos ß^^coB ß cos a')' ( 
Ih-(cos a cos — cos y cos, a'j'l 

und folglich 
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f» ff(f^ a biMr|9r— »cds /) cot a^) 

COI 0| 



0 

COS a'* \ '»» 

(eoc « eoi — ^ eoi tf^ i 
(oof o €0c / — eos eoi o')* (* 

Es ist aber • '.1.0- , . > ~ 



eoi /f(eof « CO» — CO! /? coii 
+ COS /(cos II coay — cos y cos «0 ^ • 

= cos a(co8 /J'* -f- cosy ») — cos «'(coi ß eot /S'.-l-iCOf / CO«./J 
scos a(coc o'* +COC jSf' -f-coa /*) 

• . • •• 

-—cos af(wm a col o^+coc ß cos /P-l- cos cos j^/' 
Ferner ist 

(cos o cos — cos /? cos «O* 

-f- (cos a cos / — cos y cos o*)* 
= coa a'(co8 ^'-1-008 /•) -!- cos a"(cos jS*-i-co8 y*)^ 

— ^os a cos af{9M ß cos /^H- cos |^ eos^) 
s cos a*(cos «^•-hcos /9^*-|-cob 

+ CO8 «'•(cos a* -f- cos /S*-Hcos 
* 2coa 0 cos o^(co8 a cos a! cos cos cos ^ cos 

HTeit Bin b^unüttfcM 



1 »» . • ^ 



»» . , N » 



-i — c 



i 



• COS «• eoi /J^ cos- ^.».«ö 1, 

~" C8ft:il^*4-OOS^-|-*00#-/*«l^ \ 

«sd 

, 41) cos Osscop a cos o'+eos ß fl^ ^ p»B..f cos 
ist, so ist ' f 

cos ß%t9» » cos /S^-r-COO-^^Cob I»') 

•4- COS yYcos a cos /—cos y cos oO 
^cos o— cos sr cos ^ - - * . . 



und 



. (cos a cos — cos ß cos a')' 

•4- (cos a cos — cos V coo o')^ * 

= cos -4- cos — 2co8 a cos cos 0. 



Folglich 4st nacli desi Obigoo 
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.COS ai»-4-2^co8 a — cos a' cos 0) cos a, 
= co8 a'* — /a'(cos a' + cos — 2co8 a cos a\ cos 0), 

also ' ' ' . . > • . 

-t<^os a, -f-/i(co8 a — cos c^' cos 0)p 
= co8 a'* ^ju'jcoB a» -^co» ^ 2co» a cos u' cos 0 

. w _ . ... V . .. — (co« a — cos «' cos 
>=co8 a'* — coB sio 0' 
= cos a'»(l-/t' 8iD 0»). . . . . 

Daher ist i- . . ' 

cos «i -\-fi{co§ a — coi eoi 0) =:dbco8 u' \/l t— /** sio 

und folglich 



cos a, = — f* cos a-Hcos o'(/a cos ©drV^l— /i** sin 
Nach dem Obigen ist 

' '. ' ''( •• 
^ cos CO« tt, -f-/u(co s « cos /f — cos jg cos c') 
««8/^1= cos «' ' . 

cos y' cos a.-|-iu(cos a cos / — cos y cos 

c«« y. — V • ^ ; ■ cos ': — ■ ' 

Führt man in diese Gleichungen den vorher gefundenen Ausdruck 
von cos a, ein, so erhält man die drei folgenden Gleichungen, in 
denen die ohero und unterv Zeichen 8icU auf einander beziehen: 

icos «1 = — (i cos a-l-cos a'{fi cos ©itV^l — /t*' ain 0»), 
cos /J. = — /l* COB /J-f-COB ß'if* cos 0 V^l—fl^ s'lD 0»), 
cos ^1 = — /i» tros y-Hco« J^ff* cos ©rfcl/l — sin 0'); 

oder 

< ■ / OOS «, cos a Vi ■ I y' i ' — — : — Tv? 

i ' , =a cos 0=hKl— sin 0*. 

i cos a r~ 7 

. 43)(^-2?A+'"i2L£ = ^ CO. ©rfcK'l-/.»' sin 0», 

' * cos 1- J 

cos Vi -HiU cos y ^ • — -. — 7^:^ 

^* = /* COB 0 =t K 1 — i** Sin 0*. 

cos y 

diesen Formeln die 
Art eine bestimmte 

Entscheidung gegehen werden kann, wobei wir von nun an die 
zweite gerade Linie das Einfallsloth nennen wollen. 
Nach 26) sind 



I 



Vorzüglich entsteht Jetzt die Frage, wie in di< 
Zeichen zu nehmen sind, worüber auf folgende A 



cos ß' , ■ V . • »r. » 



y ' ■ cos a 



Google 



aar 

• ' * ■ 

co s e( , . . * ^ 

• 

die Gleiebongei der durch das Eiofalliloth und seine Verlängeraog 
über den gemeinscbafMiclien Ausgangspunkt der drei Linien ninaus 
dargestellten geraden Linie. Sind nun q und ^, die Entferouu^eu 
iweier beliebigen Punkte iu der ersten und dritten geraden Linie 
von dem gemeinschaftlicbeu Aus^j^angspunkte (pxQxTx ) <ier drei 
Uoien; so sind dis' CäordlBSteii disssr Punkte iD^den Systeme 
wie leiebt erhelleD wird, in Tölliger Allgeaeinlieltt 

P\ +^ cos a, ^,4-^ cos A «*| -I- ^ cos 

ud * ^. - . .. . 

' . • • 

A^iH-^i cos «4, qx-^Mx /^n »"i+^i cos y,. 

iDie GleicbuDgeu der durcb diese Punkte der Lage nach bestimmten 
i;eradeo Linie sind nficb den Princjpien der.aDaiytiicben d^eooietrie: 

o eos y — Ol COS y, - ' . 

cos y= ;eos>^g, cos (^"^«-^ «)$ ^ 

oder * ' '-*.•• 

cos ^-s-'^ OOS ii;- •= 

y— 9i— ^ cos/?= {»—Px—^ cos «), 

. cos 90S »1 . 

««• ^.«0» 

- i»-r,-gcosy=g . , :(*-|r^-j? cot«). 

CSS «. . 

. . ..y ' ,.j • 

Soll Mn disae - g i s a d e Liaia der durch das EI«ip^l|sloth uif4 seine 
Verlängerung über den gemeioschoftlicheD Aasf^ingspunkt d^r drei 
LnioB hiaans darges^eihen Linie paraUal sein »'so mw den 

Mncipien der analjtilcben Geönletrie ^ so' lesllliiair'#erlleA; daas 



• • • 



eos a-r^ cos 

I . ' • • - ...coS;y ^ cos y 



• / 



I. 



ccsv -^ r-T-R 

' ^**''» . CM «^^.COSiOi • 



d. h., wie man hieraus leicht findet, dSss ' ' * 

^, cos a COS (f — cos ß cos a 

V "^ces tf Cos ^ sos.«t' 
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^ . . C08 g COS / — cöi Y €01 
^ ^ eot k' cos yi — cos / öot Ui 



•llftr 



I, 



•»^__. cos a cos /?! — cos ß' coa • 
T ~" cos « cos — cos ^ cos «' * 
ö cos «' cos Yi — cos y cos «I 

, cos «e cos / — cos y cos «' , , 



cos «' CO« jit — flOl C<W «i " 

eos tt cos ^ — cos ß tot 

cos « cos y^ — cos y cos 
cos g cos y' — cos y.ft^ft a' ' 

and die beiden vorkergebenden tlleichaogeii' we^eD ticb also» we> 
bei «an su beeebten hat, dass teiner Neti;^ naeb eine potitiTe 
Gröue ist, jederzeit zugleich erfäUen lassen, wenn die Grösse . 

' CO« €^ 'COS fit -«»-SOI jß'ttß «I 

cos«cos/f — eos^cos«^ 

negativ ist; oder mit andern Wprt^: 

Wenn die Grösse ' « 



cos rt* Otts j>i cos'i(r CO« «I 
cos « cos — cos jl cos 

negativ ist» so werden «ich immer zwei Punkte, der eine in der 
ersten, der aiidere in der dritten geraden Linie, Ton solcher Lege 
angeben lassen, dass die durch diese beiden Punkte der Lage nach 
bestimmte gerade Linie der durch das Einfallsloth und seine Ver- 
längerung über den gemeinschaftlichen AusgaogspWikt der dvci 
Linien hinaus dargestellten Linie parallel ist. 

Nun erhellet aber auf der Stelle, dass sowohl bei der Re- 
flexion % als auch hei der Eefractio^^ die erste und dritte gerade 
Linie inner auf irenehiedeDen oder entgegengesetzten Seiten der 
durch das BinfiiUslotb und seine Verlängernoff über den gemeio- 
sebaftliehen Ausgangspunkt der drei Linien ninaus darsrestellten 
geraden Linie liegen ^ und dass es also nie zwei in der ersten und 
dritten geraden Linie liegende Punkte von solcher Lage geben 
kann, dass die durch diese beiden Punkte der Lage nach be- 
stimmte gerade Linie der difreb das Einfinllsloth und seine Verl&n- 

ferung über den genoinWBiiaftlichen'Ansgangspnnl^t der drei Lioies 
inaus dargestellten geraden Linie parallel ist, ibden tob jeder 
durch zwei in der ersten und dritten geraden Linie liegende 
Punkte gezogenen geraden Linie die durch das Einfallsloth und 
.seine Verlängerung über d^n gemeinschaftlichen Ausgan^spnnkt 




') Man vergleiche Archiv. Tbl. 11. ä. 147 die Note. 



Ihn 
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hinaus dargestellte gerade Linie offenbar nothwendig geschoittea 
mtrdtn arait. Dalier kMii wßimi M 4«r EdlezioB, bmIi M 4er 
Ifcefractm die GrSwe . . 

.•«TT * '.I • \ • . , » 

C41S tt' COS COS ^ COS 

, €oa »cos COS pos fe' 

jeieals negativ sein, and ist folglich in allen Fällen pöaiti?. Hier- 
aus, in Verbindung mit der ersten der Gleichungen 36) und der 
Gleichung 34) » ergiebt sich auf gani nnsweideatige Weiae, da« 

sewoh! bei der EeflezipnV als auch hei der Eefräction, nie |»ss— 
gesetzt werden dar^ sondern immer 

gesetzt werden niuss, wie von nun an auch im Laufe der ganzen 
mgenden Unteranchung imni^r eescheliea soll. *' 

Aus den drei Gleicoungen 42) folgt, jrenn man .dieaelhea naeh 



der' Reih« mit 

ees of, eee |lr, cos ^ 

* ■ • ' 

■mlti^icirt» nnd dann so einander addTrl: 

cos o* cos a, -f^cos cos /J, cos cos y • 

+ (cos mf^ + cos /r*H-eoa /*)^(ja coi #dbkl^f»* än«*j^ 
und folglich, weil ' ^ v:, . ^' 

^as9doa « «ea a^H^^eea eoc ^•4-caa';' caa ff. 



• Me er as9«08 « «aa arH*>eaB fr eaa fir^-4-caa';' caa ff, 

I cos =s <^s,a' cos -f- cos ^ cos ß^^ cos cos *' 

caa «" + coa Z^* -h coa = l 

eaa «04.Ö-|r(#* cou Q d;:^ i - Hl\ m ß% 

d. i. 

. V) . . Aß) coa 0..=«: =fc:Ki ttI*!» w Q». . . : , i » 

Nun erhellet aber sehr leicht mittelst einer efinfaCben Construction, 
dass bei der Reflexion die 180^.ni9l)t übersteigenden WiaJiel S 
«nd d| lni«er entweder beide kleiner als 00*, ader BeiHe grosser 
ala 90* sind) dass dagegen bei der RefracHon der eine dieser bei- 
den 180* nicht übersteigenden Winkel immer kleiner als 90**, der 
andere grösser als 90** ist. Demnach haben cos Q und cos 0, 
bei der Reflexion immer gleiche, bei der Refraction immer un- 
ffleiche Vorzeichen , und es ergeben sich daher, nach 46) jetzt die 
falgenden Regeln. ^ 



im 



1) Wenn 0<9O°, d. b. cos 0 poritiv ist, so ui aocli 
<^90°, d. b. cos 1^,, positiv, und folglich 



eot 



6', =7+Wl»f** nn 9* 



zu setzen, alAO.in deo.oluigeii FqtmIii die obern Z«icb0ii il 

Bbebmeu. 

2) Wenn 6);>90o, d. b. cos 0 negativ ift. 10 ilt Md 
6^t>90", d. b. cos 01 oegativ, und folglich 

cos 0, =— l/l — /i*» sin 0» 

sn aetieD, also in den obigen Wormeln die nntern Zeieben n 
nebmen. 

II. Refraction. * " ' ■ * 

* ' J) Wenn 0<9O«, d. h. cos 0 positiv ist, so i»|;.0i;$*9O% 
d. b. cos &i negativ und folglich ^ ' « 



cos 



0, =—1/1—1*» sin 0V 



xn ketien, also in den obigen Fornkeln die nntern .Zeicben ii 
nebmen. • " ^ ' ' ^ ^ * ' 

3) Wenn ^>M«^ d: ii cr>8 9^ ^ej^ifT'is^, itd lit^#g'<1NK, 



cos 



0,=-i-l/l— /*» sio 0* ; .; 



Stt Mtzefi,« aUO'* in :d^ ^obigen< F4|rittlB die ^o^cni ' Zold^e m 
nebmen. ^ • ,^ . i * , ' 

Wir sind dalier durch die vdrhergehende CnFeibOchnng jetsi 
überhaupt zu liein folgenden Eesnitate gelangt: 

Es ist 

cds i9 = co8 a cos a' + cos cos /t + öob j^ cos / 
und 

coe a,=:-^> M' a^^etfe # ^ i< f — ^* ein 9*)> 

. Cios /J| = — /*. cos /S 4- cos /J'(f* CQS 0 dz 1^1 — /i* sin 0'), 
cns s=-— j» eos jrrl-feo«y&* cos €>dbi/l— f*» sin 0*) 
. t *• oner ' • . . 

ewf *i -f-M cos a ' ^ . I y < " ' — : — 7=Tr 
•Oü •ii'i." .1 I .' . . i • .. • . ' 
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cot y, -hiU COS y • ja , • > ! r — -. — j=rr- 



aucji * / 

...... .Otto 6i|,«Bt±si^l*n*|»« 9m.G^'^ < >' . -.fi 

■it der Be^imiiiuog, dass man in diesen 1 orineiu. im Falle 4cr 
ReflexioD die obero oder uatero Zeichen zu oehmen kot, .j€iMu;b»' 
den 0<9Oo oder O>90« Ut$ im Falle der Reflexioo dagearen 
die ebern oder untem ZeieheD.neliMen bimib, jeBichdem <9;>90* 
tder 0<9O» ist. ..^ 

f. 

Im Fol^Mdta 'woh«tt Wir' in» irtin ittlner lii^ 'eMe g«rwle 
liaie van eioem gewlsseo Puokte, dessen Coordinaten r 10011 

moppen, ausgebend deukeo, Und woDcn uti(er difser. Voraussetzung, 
alleu übrigen im Vorbcrgebendeu ei[ju;(>tulirtcu Syniholcn die ihnea 
beigelegte Bedeutung lassend, ferucrliiii die von der ersten Linie 
mit deu positiven Thcilen dreier durch den Punkt {jtqr) gelegterj * 
den prinilivcn Axen der ^ey^ .parallefc^ Ax/tn einjjfescliloiMBtn, 
ISO^ niclit übenteigeDdeD WlifW 'diireb if,,/^, y bezeichnoD. Daon 
muss tum offenbar in allen obigen Pormelo für a, /9, y respective 
ISO» 180» -^/S, m^-^f sStMir, mid' Erhält dadurch die. fol- 
genden Formeln. ,. , , 
Die Gleichungen der ersten Linie siud wie früher 

A8r£^ --^-1-^1 =«^-rj ' 

i^s^^x—p y — Q .« — r 



da der Pnokt Qei^r) auch in dor oililoieljuiia liffgt \ 
F^ner ist: ' 

50) /. . - • 

£08 O=s^(eo8 « cos ifr,44^4M'/?<«M f^-i^cmf flo« i«i 
und 



COS. ^^.^=a COÄ^ a r|- C04 ,«^(^ JBOS ö dfc Vi—fi"^ sin 
cos ßt^ik cos /t-f*coo^|i»-ooji.(9dxW^l^>* 

' cos Äf* cos y + cos y'(^ cos ©Ü/j—ffc? sin QfJ . j., 

, cos «1 —/I CO S « /-.Ii /l 5 : TTT 

cosli' ' <5>d:;K 1— ft* «in 0», 



I 
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GOi 0, =±l/l— /»* «in ©*} r 

mit der BestimdiiiBg, dui ■•D in diesen Fonieln im Falle der Re- 
flexion die obern oder antem Zeichen xu öebm^ii bat, jenachdes 

0-<9O° oder 0>-9O*» ist; im Falle der Refraction dageij^en die 
obern oder untern Zeichen nehmen muie, jenaehdem 9^90* oder 
Ö<90'» ist. • , 



f. 6. 

El aei nmi 



51J (^•-«.)»i-.(y-^r + (*--rJ«==Ä,» 

die Gleiehaiig einer Kttgelllfiebe, und r, jieien die Coordi- 

naten des DurebficbDittB^niiiLlB der ersten geraden Linie wtit dieser 
ftog^lfliicbe; so haben wir nach 49) und Sl) rar BestimmiiBg vet 
1*1» ^19 folgenden Oleicbangen: 



cos ce cos ]f" cos y ' 
oder 

, • OOS « so« /I cot / ^ 

Ii». -I» - + \f,-f- (*. 

Weil ■■■ wegra d«r sf^-«nteB.,6i«ü^My«li' 

' * ^1 iPi—P) cos y — (g| — r) cos g 



r. — r 



ist» sd ist'wegevjder dritieB Gleschiing « • >^ ^ 

\Pi—p — ia,—p)\* cos a* \ 
K;»! — />) CO? — (^i — y) cos at'> =:Äg» cot a», 

also, weil bekanntlich - .> - 'v > »\ ^ - . . 

eos «^.+ con /l*-HP-Mi ff sl 

ist, 

iPi — — — />) cos a -4- (Ä, — ^) cos /J 

— r) cot yj — rt. cos m 



» » 
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. 193 
oder« w«Bii wir 4er Ktoe wegen 

52 j } ^. = V/ ^pr H- - + (e, - ;)» . 

'•^1— (»I— « + cos —r) cos 

setzen, wt> bekanntlich die Entfernung des Punktes (m»*) von 
dem Mittelpunkte («i^iCj) der gegebeneo Kugelfläcka ist: . 

Ol— rt'— ^iT^C;?, —p) cos a.=5(Ä,« — £7,») cos a\ 

Lösen wir diese qnadretiscbe Gleichung auf, so erkalten wir 

und nacb dem aUgen haben m daher ttberhanpt die drei foliren- 
den Gleiehmigen: ° 



fr, 



en 
so 



in denen natürlich die obern und untern Zeichen auf einander mm 
beziehen sind. 

Nehsien wir nun den nach den Punkte (Pi^trA gezosren 
Halbmesser der gegebenen Kncelflaehe als EinnUrsrotb an , 
haben wir die folgenden gana allgemein gBltigen GleichuDgeu : 

üi — p^z=H^ cos 
^•^«'i.— Ät eos • 
, «1— r.sil, eos fi 

also * 

cos eos ^ ^=^1 

vnd folglich nach &3) ^ ; 

cos g^— 

?4)<C0S y - ^-f"-(y.=fet/ig,J-t.ir. »-^^. ) cos ^ * 
^cos g.-r^(ir. Al/iC.»-4,Ar.»~ £,a) cos y 

Weil nach 50) 

eaa Qa*-»(eaa « «m «"H^ms ]^ ooa ^-f-eoa fw^/) 



I 



104 

itt, M arbaltoi wir «w 54) mit HUfe tm ftl) Meht 

S5) ©a=±l:3I^äi^. 



Wir wollen nun die erste gerade I^inic immer den einfallenden 
Strahl, die zweite wie früher dus Einfallsloth, die dritte den aus- 
fallenden Strahl nennen, und wie vorher uanehinen, duss ein- 
tailende Strahl Ton den Puokte ipgfr) ausgehe, und die im votlMr- 
ffehenden Paragraphen be^achtete Ka|;elfläclie In den Pnakit 
& 1,^1^1) treflfe. Jenachden dia concairc oder conrexe Seite dient 
kugelBäche der Richtung, nach Welcher der einfallende Strahl vod 
dem Funkte {p^r) ausgeht, zugekehrt ist, wollen wir sagen, dus 
der einfallende Strahl die coucave oder convexe Seite der in Rede 
stehenden Kugelflache treffe. 

Trifft der einfiillende Strahl die eoneave Seite» eo iat inacr 
e<90<»; trifft das ^egen der einfüllende Strahl diQ eenvexe Seite, 
ae iat immer 0>»9O<'; welches Alles mittelst einer gnni' ein£iclMD 
geometrischen Betrachtung leicht erhellen wird* 

Nach §• 5. aind daher in den FornelD 

cos a, =f* COS a-l-cos a'(fA cos 0±V^1 — /u* sin i 
CM s=5/a cos + COS cos 9d= l/i.— /*» sip * 
cos Yi=f* y+cos f(ti cos ©±1/^1—/»» ein 5*) ' 

im Falle der Reflexion die obern oder die untern Zeichen zu neb« 
men, jenachdem der einfallende Strahl die coucave oder convexe 
Seite der in Rede stehenden Kugeldächc trifft; dagegen sind io 
diesen Formeln im Falle der Refraction die obern oder die untern 
Zeichen an nehnen^ jenachden der einfallende Slrabl die convexe 
oder eoneave Seite der in Rede stehenden Kugelfläche trifft. 

Nehmen wir nun aber in.Polgeodeo das Einfallsloth mit den 
einfallenden Strahle immet* auf einer Seite der zurück werfendeo 
oder brechenden Kugelfläche au, so muss man in dem Falle, wo 
der einfallende Strahl die convexe Seite trifft, offenbar in den obi- 
gen Formeln statt 

e nnd a', /y, jr; 

respectlTe 

180«— 0 nnd 180*» — o', 180? — /f, 180«—/ . 

setsen, wodurch Sn diesen Falle die obigen Plihneln *) io üie fol- 
genden Übergehen: 

cos fti cos aJ^eam ot{jik cos 9zpV'l'^j»i^ sin 0*), 



')D»ehsninao^fMrfoa^ MUlcne AnsdnMkbMbfr niBelndM 
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/Jj = COS /9 4- cos cos 0 =p i^l — siu ö»), * 
«NM CB:^ «M 1^*1- OOa y'O* ö=|= 1 — ^» IIB Ä»). . 

Doter der gemachteo Voraossetzung ist daher allgemeio im Falle 
der Beiesira: 



CO! tt, =S/» €08 a-|-€OI of{lk cos O -4^ 1/ 1 — f»? IIB 

cos /?, =f* cos cos /?'(/* cos 1^1 sin 0*), 
' und im Falle der Refractions 

« 

I cot a, OOS a-f- cos a'(/[* cos Ö — i^l — /tt» sin 

€08 ß^SStf* cos cos cos 0 — l/l— SIB .6^*), 

€08 w ^'-hoos /(ii'jm ^« tiB 1©»).. 

I 

i Also ist ' 

cos Oj=/i cos a-f-cos o'(/i* cos Q±\/\ — /i» sin 0»), 
C08 /fj =s|i COS €0B filk €08 6=t: Vi^fk* mu 0«), 

I cus Y^z=fi cos y-f-cos cos Özfcl^l — (a^ sin O*); 

wo im Falle der Reflexion immer die obeni , im Falle der Re« 
frsctioB imner die oBtern Zieicfaen ztf BehveB siad* 

In der GlelchBOff ft5X desf mrlergekoBden Paragraph ea ist das 
obere oder Bntere SSeleben sb Behmen, jeaaclideiB der einfiiHeBde 

Strahl die concave oder convexe Seite der gegebenen KugelllXelie 
trifft. Also sind auch in den aus 53J bekannten Formeln 

oder in den Formeln 

cos y . * ' f * 
die oboTB oder« natim Zeichen sa Debmen , jenachdem der eia&l- 
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lende Strahl die concave oder convexe Seite CriflPt. Nebmen wir 
nun aber den Halbmesser 72, positiv oder negativ, jenacbdcm der 
einfallende Strahl die concave oder convexe Seite trifft, so köo> 
nen wir allgemein 

COS a ' . r Äj* 
cos/S * R-^ ' 

— ~R~ 

setzen; oder 

=f> + (^, 4-/1,1/1 - ^>' -5»' ) cos a, 

^r. = -4- (Ä. -f- 1 - ^^^^^) cos 

r , = r + + 1 - ^^^) cos y. 

Halten wir die vorher wegen des Einfallsloths gegebene Be- 
stimmung fest, so ist offenbar, wenn man Jl^ immer als positiv be« 
trachtet, 

/Ii cos a!z=:zai — 
Ä, cos /S' = Ä, — 
' Ä, cos y' = r, — r, 

oder 

R, cos (180« — a')=:a, -I?,, 
/I, cos (180°—/?') = ^,—^,, 
cos (180*— = —r,; 

jenachdem der einfallende Strahl die concave oder convexe Seite 
trifft; und folglich 

d=/l| cos a' = aj — 
±Äj cos /^zirÄ, — 
' — cos / = — r^; 

indem man die obern oder untern Zeichen nimmt, jenachdem der 
einfallende Strahl die concave oder convexe Seite trifft. Ninnt 
man aber wie vorher den Halbmesser /t, positiv oder negativ, 
jenachdem der einfallende Strahl die concave oder convexe Seite 
trifft, so ist allgemein 

Ä, cos «' = «1 — 
/l, cos ß'=b, — 
Ä, cos — r,; 
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also 



cos Y = 



■■4 fUgtidi M«h 4m OUgm 

Ä, 



eol a^=s » » 



€08 /y=s ■ 



od«r 



- r - (AT, 4- 1 - ^i-jj^) CO! y 

«#' — t — ^ — ^ j — . 



* g^—y- AT» COS g l/i ig,» — A^,' 

OOS e^asB ' " * " — - 1 

€•8 /f=-* — j|— ' — cw fiyi ^^2^» 

CO« / S= - GOB ßy l - r^TT^- 

Weil nach dem Obigen bekanntlich 

coa O=5»(eoa a m o^-f-M cos ^-Heoa eos 9^) 
ist) ao erbält naii ans den vorhergehenden Formeln leicbt 



oder 



oud folglich 

Also ist oacb dem Obigen auch 

sszp'^(Ki +ilt coa 8)'coa 
^1 ^ -f- (i^i + /I, coa 9) cos /9, 
Ä r (iSTj cos Q) cos y. 
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♦•8. 

• 

Ks wird DÖtbig seio, die im Vorgehenden gefundenes Porroelo 
zur Bestimmung der l^uge dM auifalieodeB Strsliles aocliiulf 
übersichtlich zusammenzustellen. 

Zum Grutide gelegt wird eio beliebige! rechtwinkliges Coor- 
dinateoByttem der a:y%, 

Gegebeo aiBd: 

die CoordiDstoB ^, r des Ponktes, tob weldkeBi #er «iaMoade 

Strahl ausgeht; 

die 180° Dicht Ubersteigenden Winket a, /?, welche der ein* 
fallende Strahl mit den positiven Tiieilen dreier durch den Punkt' 
(pgr) gelegter j den primitiven Axen der a;^ y, % paralleler Axen 
aifliebliMit; 

die Gleiokuoff der snfüekwfrfendeB odtr brecbfnden Kagellicke, 
Btolick die GleichaBg 

wo ^er Halbmesser als positiv qder alt negativ betrachtet wird, 
JoBackdoai dar aaBfoUoBdo StrakI dio cobcbvo oder «onveze Seite 
dieser KageMäcIie triflFit. 

Gegncot werden die Coordinaten p^^ q^* Einfallspunkts, 
in welchem der einfallende Strahl die gegebene Kugelfläcbe trifft, 
nnd die 180° nicht übersteigenden Winkel, welche der von dem 
Pnnkte (/^i^ir,) ausgehende ausfallende Strahl mit den positiven 
Theilen dreier durch den Punkt {pig^rA gelegter den primitiven 
Azen der or, y, % paralleler Azen eiBseblicsst. 

Zur Berechnnlig dieser seeks Grössen, durck weleke die Lage 
des ausfallenden Strakls offenbar vollkomneB keitiMt wird, bat 
man nach dem Obigen die folgenden Formeln. 

Zuerst berechnet man die Grössen JB^ und A\ mittelst der 
Formeln 

E,z=2V (#, - py (k, - y)» - j^>v 

JT, — ^) cos a + (^i cos ß-^ici — r) cos r\ 

und hierauf d<;n 180*" nicht übersteigenden Winkel & *) mittelst 
der Formeln 

CO8 0=|/i -j^ 

oder 

DoBB ergekeo sick die Coordinaten p,, r, mittelst derPonBofai 

p^ (ÜL, cos 0) cos a, 



*) Man sieht übrigens aus dem folgenden Ausdraeke von cos ^ dsss 
unter den oben gemtcbten VoraussetiuDgen der Winkel 9 nie $fP 
übersteigt; 
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und hierauf die l&O«" nicht überaleigeoden Winkel a', mit- 
teist der Formein 

Endlich erhält man die 180«' nicht übersleigenden Winkel a., 
f , Mütebt 4er Pomelo 



eoi «1 =/» cos a + €ot af(|» eoi ©dbVl— »f»* mä • 

cos cos /S-f-cos /?'(/* cos 0 it 1/ 1 — /i** sin Ö*)» 

€01 i^i €01 /-}-CM ;^f/» €01 ödhl^l — f** sin 

in denen im Falle der Reflexion die obero, im Falle der Refraction 
im wtmn Zeieken iv nebmen sind. 

Ihireh Einflkrung einiger Biilfiiwuikd kaaa mid sieh die 
Reebnnng naeh diesen Formeln erleiehteni. 

Bereehnet M die UiUlswiokel y lud iiitteUt der Forseln 

. ■* 

*««« = V=^' • 
* ^""(»1 — ;») cos y («j— ;»)siny' 



so iet, wio mtm kieirt liadet, 



NiMmt mao dud eher, was offenbar Terstattet ist, wenn 

— 7 und c, — r 
positiv positiv 
aegativ poaitiv 
legativ Dcgativ ' 
positiv negativ 

ist, 9 so, dass mpeetiva 

0<y< «O», 
90"<y<180°, 
180'»<9<270% 
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ist, 80 hat cos q> mit — ^ stets eioerlei Vorzeichen, und dia 
Verzeicheo von tang tp bän^t also bloss von — p ab. Nimait 
man dann ferner iff stets positiv und nicht grösser als 180<*, so hat 
cos tff einerlei Voaeichen mit 0, —Pt und man kann also unter 
ili^n ToraniMtBaogeD inner 

t cos ^ r 

MixeD. 

. Befecfanet man ferner des Hülfswinkel m mittelst der Fomel . 

• sin 0» = ^* sin 
aiid nnipit m nkhi grSiser als 90**, so ist 

1 "^Z*' sin scoa ctf, 

• * • ^ . 

und folglich,, weil 

sin Ol 

' 0 

ist, naeh jleni Obigen» wie man leieht* findet: 

sin (ü . . sin (to ± B) 

= iiTe -STe-' 

0 A sin CD ^ sin (m db 8) 

eos^.==eo8/?^+cos/r--^|jj-^', . 

, • cos y. =cos y g^-t, eos 

wo im Falle der Refiezioa die oliern, im Falle der Refraction die 
nntern Zeichen zu nehmen sind. 

Daher sind die bequemsten Formeln mr Anfiteng nnaerer Aof« 
'gäbe die folgenden: 

tanfff*= — ^'-y = £iZir_. 

» \ (», —p) cos ^ {jtf^^p) sin 
' cos 

-*i=(«i— />) cos a4-(^j— y) cos r-r) cos /j 
siD ö= 1^ jrj-t ^, gin 01=^ «n #1 

Pi =;»-|-(iSC, H-Ä, cos ö) cos 

= y + (A", C06 &} cos /J, 

r, ==r + (ir| -f-Ä, cos ©) eos 

' ' • Digitized by Google 




C08 0,=:co.o j5j-^+co. a'-j5j-5-, 

^ ' tm AI . ^ sin (w ± 8) 

CO! /J. =seot ii^ + cos f e » 

sin a> . . tin Ua±B\ 

CO! = coi y igfeH-co» / ^ ■ 

Wie die Winkel 9>, cü genommen werden müssen, ist aus 
dem Obigeo bekannt; der WiuKel 0 ist nie grösser als 90* zu 



Die GlMchimgwi «Im raifiilleiid«i Stralilt näd 

cos «, cos ^1 cos 

Wem tfe OMehoagaB 

(y -*.)*+(*—«#)•= Ä. • . 

U. S. W. 

Mhnrer zurilekwerfondeB oder brechenden Kogelfliehen nnd die 
ZnrfickweffuDgsverUUtolM« edar die . Brecl«ngiverMlnltie fSat 
je zwei dnreii diese Kugelflächen von einander getrennte brechende 
Media gegeben sind, so hat es nun auch nach dem Vorhergehen- 
den Dient die geringste Schwierigkeit mehr, die zur Bestimmung 
der Lage des letzten ausfallenden Strahls erforderlichen Formeln 
IQ coDstrairen. Weitere Untersuchungen über diesen Geffenstand 
■nd Anwendangen d^ \m Vetfaergehenden gewonnenen ulgemei» 
■en Foraeln kehnitev wir nier epitem Ahlinndinngen yor. 



*) Man vergleiche über den hier immer zum Grande gele([:ten aUgeneinem 
Begriff der Zuräckweifimg Archiv. ThL IL S. 147. Note. • . 



Drei Eigenschaften der Oberflächen zweiter 
Ordnung nnd ihrer conjugirten Halbmesser. 



Von 



Herrn Am- Göpel 

su'Perlio. 



I. 

Wenn die Snnnie 4«r ILnadrate der aas m gegebenes 
Pnt\kten auf eine Ebene gefällten Normalen coDstaot 
ist, so berührt diese Ebene beständig eine centrale 
Oberfläche zweiter Ordnung, deren Mittelpunkt im 
Schwerpunkt der » Punkte liegt und deren Axen mit 
den Havntexen det STStem« der m Punkte tnteniBei* 
fallen (S. Litt. Beriebt. Nr. XIL S. IM) nnd deren Brenn- 
punkte eine , bettifliikte fintfernnng Ton Mittelpunkte 
beben. 

Ehe ich zum Beweise dieses Satzes schreite, rufe ich einige 
elementare Sätze der analytischen Geometrie . ins Gedäcbtniss zu- 
Äck: 

Die Gleichunfl^ einer OberflSdie sweiter Urdunng in llesug «af 
ihren Mittelpunkt, ab Anfangspunkt, und ibjr^' treiAliHnk%eB) 
Hauptexen^^alajpteor^ate^ i«tt 

. J) ^a» -f- Bß^ -4- Cy^ = 1. 

• ♦ 

re Halbaxen sind der Reihe nach |/;^> ^/g^» ^/^> '^'^ 

findet, wenn der Reihe nach y = 0, » = 0; « = 0, ^=0; ^=0, 
y = 0 p^csetzt wird. Die Gattung der Oberfläche wird leicht an 
den Zeichen von ui^ C erkannt. Sind alle drei positiv, so 
sind alle drei flalbaDnen Meli und nan bat ein £Uipsoid. Ist eine 
der Grossen C negativ, so wird eine Haibaxe iniaginir, und 

die Glel4hH>9 {[ebSrt einem einhälllgen Hyperboloid an. Sind iwei 
derselben negativ, so liefert sie ein zweibülliges Hyperboloid. 
Differeofti^ man die Gleichung 1), so bat man . 

%%) Auda^Bßdß^Cydy^^. 

4 , - * ^ 

Betrachtet man hier a, y als beliebig gegeben nnd unveränder- 
licb, eo stellt diese Gleicbnng in Bexttg auf die Ceordinaten dot^ 



Ih 
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dßy dy e\ü nnendlicli kleines, um den Punkt (a, ßj y) herumliegeB- 
des Stück der krummen Oberfläche dar. Da sie vom ersten Grade 
ist, 80 wird sie die GJeichung einer Ebene, welche die Oberfläche 
im PliDkte (a, y) berührt, wenn man statt der uaeodlich kleioeo 
vom BeriihmogspuDkte »d gestthlteo Coordinaten do^, dßy äy die 
«Ddlichen a: — a, y — ß, % — y letat, wo dr, jf, « m lanrandc« 
C^Ofdioaten bedeuten; näoilieb 

3) ^a(ar - «) -h — /?) -t- Q<* - ^'j = 0. • 

AMir^ M UeM die «aiehiiiig 1^ m mgi^t M 

ab CHeicI^aog der Tangeatialebena im Pdokta (a, , Ofaia 
dtirb— g stallt sagleich die ganze Schaar der Tange ofialebaiiaR 
vor, wenn man den a, y alle möfflicheo der Gleichua|j^ 1) genü« 
gandaa« W.ertha giabt. Wenn ■«gekehrt die GleicJinng jeii^er »bene 

* * 5) pa:-\'qy-\-r% = D 

gegeben ist, so findet man sehr leicht (tie zwischen r, D 

stattfindende Bediugungsglaicbaog» damit sie dia Obaiflilcba 1) |p|»- 
rühre. £a muss. nämlicn 

« 

p^AüJ^^ qzsLBßD, r=CyD 

■ein; eliminirt man hieraas mit Hülfe der Gleiebnng 1) ß und y^ 
so bleibt als Bedingnttgsgleiehnng 

Bedeuten nun ^, r die Cosinus der Winkel, welche eW 
durch den Anfansspunkt gehende Gerade mit den Coordinatenaxen 
nacht, 80 ist - ' * 

Sind femer or, y, % die Coordinaten eines beileUgen 'Paukte«, mi 
bildat sein LeitotrabI mit den Azen Winkel, dlsren Coslndii' be- 
■iehlicb • 

X y % 

VW«-f-y«-^»5* Vi» -f-y» 

sind. Der Cosinus des Wi»ke|s» den; derjmlba mit der Geraden 
Op» ^» ^) bildet, ist daher 

V^^t^ya-^TSi' 



die Länge des Leitstinhls Ut l/or» -+-y' H-**, «nd folgiieb ist 
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pjc^Mf^rx die Frojection desselbett aaf die G«nute r). 
Bs wertien also der Gleicbuog 5) 

a|le diejenigen Punkte {x^ %) genügen, deren ProjectioiieB aaf 
die Gerade </, r) um D vom Anfangspunkt entfernt sind. Folg- 
lich ist obige Gleichunff diejenige einer Ebene, deren Abstand vom 
Anfangspunkt gleich IT iit and Serc« lloraiala m\t 4€» Äsen Winkd 
TOn den Cosinus r macbt Die Gleichung einer Ebene kann 

immer anf die ebige Fonn gebrncbt werden i denn eeUln ui dar 
Gleichnng 



nMt />i *-f-y»*H-r,«= sl aein, an darf bhui -wur Mde Seil« 

dittdi V^^T*~HhV7^~+^ difidilren, na sogleidi die gewinaehte 
Form SU erkalten. 

Seien nnn or,, y,, ff«, «n die Ci- 

erdinaten der in den Lelirsatae gegebenen m Penkle; aal femer • 

-{-f*^^9 die GleicboDg der fragliehen Ebene. Weaa 

den rui ' 



man den Punkt (oTiy,«,) «nf die Nonnale (p, f,r) 
dem Obigen anfolge 

der Abstand dieser Projection vom Anfangspunkt; mithin iat 

der Abstand derselben von der in Rede stehenden Ebene. Aehn- 
liche Ausdrücke erhält man für die übrigen Punkte (ae^^x^) 

tt. 8. w. 

/ Wir wollen jetat, den Lehraats ein wenig verallgemeinernd, 
dia Unadmte dieser Ahatilnde mit beliebigen Coefficienten ai|, 
mnltipUciren und dann addiren. Auf diese Weise a^ 
halten wir swischen den Bestimmnngaatücken der Ebene (^» ^ w, 
D) die folgende Bedingung: 

9) «i.O^a?, H-^y, -hr»,— 

-I- ^%{p^% qy% — 

wo K eine Constante ist. Bedienen wir uns der Summenseicheo 
S und entwickeln wir die Quadrate, lo erhalten wir 



+ f *iVCeif ') + %rp8{mMaf) — tD^{mf)\ 



= K 
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Denken wir um MM die gegebenen # Pmikte mit den Mamen 
M,, M,, ... Mb behalitety' and atellen wir niw den 'Anfangspunkt 
und die Coordinatenazen in dem Sckwerpnnkt und den llanpt* 
(trilgheit8)axen dieses materiellen System ror, ao iat den Bleaeip* 
ten der Statik mnfolge;^ 



11) S(ma:) = 8(my) = S{m»)=8{my%)=^S{mMaii=S(ma:y)=^^ 
Fftkrl awn femer die YelgendeB Beseicknangen ein: 

1») /»= S{Ma:^ ), « = Simy*), R = 8{m% ») , 

so stellt sich die Bedingungsgleicbnng 10) folgenderiDassen dar: 

13) i)»>H-^7+A*' + JW*a=^, 

oder, wegen f»' -|-^* -f-r* =s 1, so: 

14) J»» s (AT— P)p^ -f. (JiT- Q)q* + (jr— 

Diese nieichung bat dem Vorhergebenden zufolge genau die nöthige 
Form , damit die Ebene 5) eine Oberfläche zweiter Ordnung be- 
rühre, deren Mittelpunkt und Hauptaxen in deo Anfangspunkt und 
die Coordinatenaxen , d. h. in den Schwerpunkt nnd «lie Haupt- 
axen den erwibnten Materiellen Systeme fkllen. Bieaiit iit der 
erste Theil des Lehrsatzes erwiesen. 

Die Halbaxen dieser Oberfläche erkSk nu» dnrek VergleiekwBg 
TOB 14} mit 0); 



1 K^P 1 ^ 1 JT— ig 

ÜMi^sind wie so Anfang erwibnt werden, hesiehliek 

gleich a', c^, wenn ^, c die halben Axen der Oberfläche 
aweiter Ordnung bedeuten. Bs sind daher wegen 15) die Difl:'ereozen 

von der Constanten K unabhängig; woraus wir schliesseo, dass 
die an Tefseliiedeneii Wertken Ten KmiMMm kmsuMp Ober» 
flicken sftmmtlich cenfoeal sind. Hwrmit Ist «nek der sweite 
Theil «nseres Lekisnlses erwiesen. 



Je zwei Ternionen ionjusirter Halbmesser einer 
krummen Okerflieke sweiter Ordnnng liegen' in einer 
Keg'elfläeke zweiter Ordnung. 

Die allgemeine Gleichung einer Kegelflieke' in Besag auf drei 
dorck ikre Spitae gäende Axen ist 
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» 

sein; weil alBdann die GleidinDgeii y=0^«ssO$«ss0^4rsp; 
jr=0, ysO ihr geongen aiiBseD. Man bat daber. 

als GleicbvBff einer ilnreb die drei CeerdinatenaseB gebenden Ke- 
' gelliiicbe. Die Gcirade^ deren Gleicbvng 

• . » 

iat> wird daber in dieter Flficbe liegen, wenn p, r der GMchaag 

^ P 9 ^ 

genuffeii. 

Sind DUO (o, /?, y), («', ß', («^, /T, j^) die-anf der Ober- 
. iäcbe sweiteff Ordnnng ' 

i . 

lief^endeD EodpUDkte dreier conjugirten Halbmesser, so ist der De- 
finition derselben zufolge die Tuo^entialebene an einem dieser 
Punkte parallel mit der von den Leitstrahlen der beiden anderen 
^ ffebildeten Ebene. Die Gleichung der TangeiUialebene am eratea 
Pnnkl lit aber 

. • 

wird durch den Anfangspunkt , eine £bene Bit. dieier iiaiallel gfk> 
fahrt, 80 ist deren Gleichung * 

in dieser £bene liegen aber der sweite nnd dritte Pnnkt. Feig- 
heb ist . 

and anf dieselbe Art findet sieb noeb die sngehörige Glalcbung 

^ Führt aian nun die Beseieboung^n 
^ein, so kann man jene drei Gleichnngen aneh so sebreiben: 
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a ^ ß ^ Y 



0 



a" ^ ß" ♦ - 

mitbiD gcnügeti die drei Punkte (a, ß, y) («', ß', /) (o", /J", y") 
der GleicbuBg 

und folglich liegea die durch sie bestimmten drei coojuffirten Halb- 
messer auf der von dieser Gleichung ausgedrückten Kegelfläche. 
Diese Kegelfläche geht aber durch die drei Coordinatenaxen; also 
liegen schiesslich diese conjugirten Halbmesser mit denjenigen, auf 
welche wir die Gleichung 5) bezogen haben, auf einer und dersel- 
ben Kegelfläche zweiter Ordnung. 



III. 

Je zwei Ternionen conjugirter Durchmesserebenen 
einer Oberfläche xweiter Ordnung berühren einen Ke- 
gel zweiter Ordnung. 

Wenn man in der obigen allgemeinen Gleichung der Kegel- 
fläche der Reihe nach a: = 0, y = 0, x = 0 setzt, so erhält man, 
a, y für a:^ » setzend: 

1) I A>» + Za» ö^'o = 0 
( -H iüf/?» -I- = 0. 

Jede dieser Gleichungen liefert zwei Gerade, als Durchschnitte der 
Kegelfläche mit den drei Coordinatenebenen. Setzt man nun 

2) />» = 4^A; Ö'=4AX, R^=\L3iy 

so werden obige Ausdrücke vollständige Quadrate und liefern also 
jede nur eine Gerade. Unter den Bedingungen 2) wird folglich der 
Kegel die drei Coordinatenebenen berühren. Mau eriiäU aus 
ihnen 

3) 2i = ±M, M=:±g,Ar=±^. 

Die oberen Ztichtn würden die Gleichung dei Kegels zu einem 

vollständigen Quadrate machen; mithin gelten die unteren. Nach 
Substitution der Warthe 3) hat man 

'»i pt ^ ^ Q/t RP PQ,-^^ > 



als Gleichnng einer die Üiei CeerdiBttenebeMii berftlfiMta Ke- 
gelfläche. 

Düfercntürt man und setzt daon jcr—a, y — % — ffiir äia^ 
dßf ifyf so wird die Gleichung einer Tangentlalebeoe: 



ß 



p a' M 

oder nach Addition yon 4) 
5) (iL _ iL _ 4) * ^(iL ü — 4) iL 

HHfJi iL _ £) 

* , 

Flllirt mii jetzt die folgenden BeieiehnaDgep ein: 

«) «—iL — i. ^ Z « — £ ü _ iL ^ — L — iL _ A. 

« 

Dureb Blnfiihrang dieser Werthe rednzirt sich die Gleichung dör 
KegellMie 4) auf 

nnd d(e Ihrer Tangentialebene 5) anf . ^ 

Die £bene (ff, r), nämlich deren Gleichung 

ist, berührt daher den Kegel 4), wenn, wie sieh dnreh Verrieiclinng 
von 9) Mit 8) findet, 

nt» ' • . 

Kr die Ofteifllehe milter Ordmngy dem CHeidking 

11) ^or* + «t- CS»* sl, 

find folgende die Gleichungen dreier conjugirter Durdi ie eae r 
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ijtaf'^c -+- Bß"y -f- Cy» = 0, 
wem a, o. ■; w. deü BediDgongen: 

entsprecbeti , wie «ii deii| Beweiie süa Torigen Lehraatse «rhellt. 
Weoo iB«D 

14) ^wa*=^, Äwr=^, c*r/r"=^ 

Bdit, so erhalten die Bedioguogen 1^) flie^Form 

Ii * 1 1 



V 



Stellt man sich daher die Gleichungen 12) unter der Form 
^ -t- rx =: 0 vor, so genügen die CoeÜicieaten von allen 
' dreien ifer Gleichang 10) 

Die drei Ebenen 12) berühren also den Kegel 4), wo P, R 
die Wertbe 14) Men; alfo berfihren schlieaBlieb diesie drei «onju- 
girfteo Durchmeaeerebenen nebst denen, auf welche wir die Glßi- 
cbnng II) besogen haben, einen und denselben Kegel swisiter " 
Ordnung. 

Die beiden Lehrsätze II. und III. können für die vollständige 
Verallgemeinerung des folgenden iSatzes von Herrn Steiner (s. des- 
sen Entwickehing. der Abhängigkeit u. s. w. n. 313) gelten: 

591 , J)enkt nuin neb in Rni|ne irgend nwei rechtwinklige 
,,Coordinatenflj8tene nn einen* und denselben An&ngipnnkt, ao 
,,findet Folgende! ttatt: 

„Die 6 CoordinatcDuxen Die 6 Coordinatenebenen 

„liegen allemal in irgend berühren allemal irgend 

„einer Kegelfiftebe nwei- eine Kegelfläcbe aweiten 

»ten Graden. Gradea. 

Dieser Satz ist ein besonderer Fall eines umfassenderen Satzes/, 
Obgleich aber umgekehrt aus den Gleichungen 13) leicht 
hervorgeht, daaa je zweimal drei Seiten einer Kegelßäche immer 
ala swei Temionen tngeordneter Haibneiaer einer Oberflttebe swei- 

ir. 14 



Digitized by Google 




ten Grades angesehen werden können, so sind unsere b Jden Lehr- 
sätze doch nur besondere Fälle von zwei umfassenderen Sätzen, 
deren analytische Behandlung sehr verwickelt ausfallen dürfte» und 
die ich bei einer andern Gelegenheit Mittbeilen werde. 




XXIL 

Bestiminung eines Polynomlnnis durch Inte- 
grale seiner partiellen Differentialien, nebst 
einer Anwendmig derselben. 

Von 

Herrn L. Mi^sdbragger 
Lthnr dar Mathttoutik an dar Kantmaaahiila m Aaran. 



L Sind |fa9 l^s» eine Anzahl yeriBderlicher Gröaaen, 

A\, AT^, >„ ; A'\, A"\, A^ u. a, w. ahar 

beständige Coefficienten, ond ist allgemein: 

A\y^^A'\y^y, ^A\y,y, ~\r 



■+- A!"^iy^ »4- > y »-* 



Digitized by Google 



au 

t 

IV * il M IS 

^ 1 yi""** -♦-^•y.*-* . y, -4- . . . . H--A»-iy«'H -yw -+- y , 
h-i»+iyt*^.y*-4- • 



I - • Z im-^n — Z) (OT-f-«~3) .(<i-|-l>t ' ,v 

1,2.,., («-2) («•-!) — «IJ*» 

. 2) (CT-f-ft—s). (jt^iw 

«-4-1 n-t-1 n-f-l 

^»y«" -4- ^»yf'*"*yi h- -^«-ly«""* • y««+ -^«»y»* 

-fr. ^«M-iyg'^-'y» 



. «i: K«'4-<>>-l),(m-fr.«-2)>..,.(>iT»-2) (^-I-IK 
^"-^^ 1.» (M-S>(m-1) ' 

s« krau gvscigt werden, daie, weDii; 

• • • 



t. e. w. 

«•JL w. 



14 < 
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f'hh fdy^ ■■■■ ■ jr''tf-'-i /'a,j,dyf dy„ - • ''y-'' 1 

''y- y ''y. ■J'^y'"^J dy,dy,...d^ ^ ay„ = S 6) 

gesetzt wird, alsdann: 

F=S'— iS"'H- Ä^"»— ^"-4- =pV4:^5V Const. ... 7) 

Das obere Zeichen gilt für ein ungerades, und das untere für ein 
gerades 

Uiebei ist jedoch zu bemerken, dass bei der Integralion eines 
jeden partiellen Differentials die Constante jedesmal gleich Null 

f esetzt werden muss. Die einzige der ganzen 8uinme in Nr. 7. 
eizufügende Constante ist das letzte Glied des Ausdrucks von in 

Nr. 1., welches wir erhalten, wenn wiryj=ya=.. =y«=0 

setzen, so dass aUo 

Con8t=^(- iT 2 {m-2){m^ ) ) 

Die Richtigkeit der Gleichung Nr. 7. können wir aus Folgendem 
entnehmen. Differenziiren wir die Gleichung 1) nach einander nach 
, y^y ym] integriren alsdann die so entstande- 
nen partiellen Differentialien, so finden wir: 

a) Dass in der Summe Nr. 2. jedes der Glieder, in welchem 

nur eine einzige der Veränderlichen y,, y,, in Ver* 

hindung mit einem der tonstanten Coefficienten A\y A'\<, 
u. s. w. enthalten ist, nur einmal vorkommt. *Wir finden auch in 
der gleichen Summe S' Nr. 2., dass jedes der Glieder, in weichem 
irgend eine Verbiodung von je zwei jener Veränderlichen vor- 
kommt, in jener Summe zweimal enthalten ist. Ebenso kommt 
jedes der Glieder der Summe S\ in dem eine Verbindung von 

3, 4,. m jener Veränderlichen enthalten ist, respective 

Smal, 4mal mmal vor. 

p) Differenziiren wir aber die Gleichung 1) nach einander nach 

y\ und y,; nach und y, ; u. s. w nach ym—\ und y^; 

und suchen alsdann, mit der Berücksichtigung, dass wie in a) hei 
jeder partiellen Integration die Constante als ?}ull genommen wird, 
die Wertbe der Integrale, welche in der Summe S" der Nr. 3. 
vorkommen, so werden wir wieder finden, dass in der Summe S" 
jedes Glied, in welchem eine Verbindung je zweier jener Verän- 

2.1 

derlichen vorkommt, j—^ mal enthalten ist,; ebenso kömmt in der 
gleichen Summe jedes der Glieder, in dem eine Verbindung von 
.3, 4, m Veränderlichen enthalten ist, respektive '\~\'* 
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p|, ^^^—^-^M«! yor; biogegeo befindet sich in der 

Suiome^ ü" keiu eii^ziges Glied , welches nur eine; einzige \ er- 
änderliche eittliilt. 

. c) DifTerenziireu wir ferner die Gleichung 1) nach einander io 
Beziehung auf y,, f/, und ; in Beziehung auf und ' 

u. s. w in Beziehung auf Vm—'i^ y«»— i.und Vm\ nehmen als- 

ton mit der jgleiebeD BerBckMcbtiffung bei der BeitiaunnDg der 
CoDstaDten, wie in a) und ^j, die integrale jener partiellen DilFe» 
VeDtiaüen, so werden wir die in Nr. 4. enthaltene Summe S^* er- 
halten, und in dieser so wie in den Vorhergehenden hemcrken, 
dass in ihr kein Glied vurkommt, welches nur eine oder zwei 
Veränderliche euthält, hingegen, dass 

jedes Glied, das drei \ eräoderliche enthält, ^ ' ^ ' ^ mal vorkommt. 



Vier 



filnf 



1.2.S 



«i(m— -2) 

" • • TTTj 

d) Fabren wir bei der Bestisimling der übrigen Summen 
y u. s. w. auf die olien angegebene Art forf^ und diflferenziiren, 
wenn wir endlich zur Bestimmung der Summe S^'"~^^ kommen, die 

Gleichung 1) in Beziehung auf y,, y,, y,, y/w— Ii t/n y»i 

^1, y«-2> ynii u. 8. w y,, y*, ,y*ii , 

iQtegriren alsdann wieder din jMurtiellen Differentiale, indem wir 
ebenfalls bei jeder Integration m Gonstante gleich Null setzen^ s<r 
erhalten wir die in Nr, 5. angegebene Snaine S('»-^^\ in dieser 
Summe kommen keine Glieder vor, die weniger als m — 1 Verän- 
derliclie enthalten; jedes der mit m — 1 Veränderlichen behafteten 
Glieder kommt aber. 



(fn — 1) (m— 2) 3.2.1 j 

ver; jene bimgegen, in welchen die Amahl dec Veränderlichen 

gleicb m ist, k«Mtn f.^g (m'- 'j"-*» ^"^ 
liebe Art. finden wir die Wniae 8(f^\, in weleber das nit MYerin- 
derUeben behaftete Glied einaial entbniten ist. Nehoien wir als- 
dann die Glieder sämmtlicher Sasnen S"^ Si»^) wie 

es die Zeicben in Nr. 7. verlangen, snsnninen, fugen endlich dem 



Digitized by Google 



214 

Aggregat docL die in 8) angegebene Constante bei, und beiaerkei 
bei der Sumination dieser Glieder den bekannten 8atz, daas: 

n u»,__n — 1 w I m(m — l) — 1) g) . 

H- — • . . . ± Y =p 1 ist, 

so finden wir, das« die Gleicbunff in 7) mit der in 1) ideotisch sei. 

11. Dieser dorcb die Gleiehung 7) ausgedrÜdLfe Sats li«t 
■ich Becb sehr erwcitero. Clin jedoch aieht «llsaweitl&vfig s« wer» 
deo, kttniien wir, ebne dass dadarch der AUgeaeiBheit des Ver- 
fahrens geschadet wird, statt der m Veränderlichen nur drei, neniT 
lieh a;, y und % nebneD; dadurch geht die Gleichuog Nr. 7. L ie 
folgeade über: 



... 1) 



Bei der Bestimmung der Wertlie der einzelnen Integralien in die- 
ser Gleichung (wobei jedoch jedesmal die Constante gleich Nnli 
ffesetzt wird), werden wir sogleich bemerken, dass das erste jp, 
das sw^tey, uad daa dritte % zum gemeiBschaftlichen Faktor hat; 
die Aosdrüeke für das 4te, 5te, 6te uad 7ta lateml kaban -aber 
laspektiTe ^y, y% und aßy% in« gaaMinaebanlücbaB Paklar, 
so dass wir also setsea könaea : . 

wo F*, diejeaigea Tbeile der Werthe von /^4^, 

^ • «fy, beaeicbaea, welche« respekthre arit den Fakto- 
ren y, u. s. w. vervielfacht sind. Da nun diesem nacli aorb 
iF*, «. s. w. in Besiabung auf or, y und % Funktiooeo 
von gleicber Fona sind wie so folgt aneb nacb Nr. 7. 1. da« 
ebenso:, 
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AtMkkt Ali4rBekift Mkalteii wir für iP' , Die so eben 

^ ^) '"^ ^) angcgebeneii Ausdrücke küDnen wir web leicht 
tMMr eise Mdere Fmb ■biiiigtiis.ietoeii wir nemlich: 
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Führen wir diese Wertbe in 2) eiu, so 4st: 

yd f£Ils. da: 

Ganz auf gleiche Art erhalten wir auch für r\ F"\ f f'\ f" 
und f ähnliche Ausdrücke, wie hier von und wir werden, er- 
kennen, das» die auf diese Weise für F"' gefundenen 
Wertbe durch die zweiten, dritten, vierten Ableitungen von F uod 
durch eine Constante bestimmt sind; ebenso hängt die Bestimmung 
der Wertbe von f\ f\ f" von einer Constanten und der dritten, 
vierten, fünften, so wie die von f von der vierten, fünften und 
sechsten Ableitunp^ von F und einer Constanten ab. Führen wir 
die gefundeneu VVerthe der Ausdrücke P', F"y jP", f u. s. w. in 
der Gleichung 1) ein, so erhalten wir einen neuen Ausdruck, 
welcher die Abhängigkeit der Funktion F von den Integra- 
lien ihrer ersten , zweiten , u. s. w. Ableitungen angiebt. Auf 
welche Weise dieses Verfuhren weiter fortgesetzt werden kann 
ist klar. 

III. Der Tavlor^sche Satz zeigt uns, wie aus der Gleichung 
der Fläche die Gleichungen der Oerter der Mittelpuukte gefunden 
werden können. Es ist nemlicli bekannt, dass wenn durch F = 0 
die Gleichung einer Fläche des nlen Grades, und mit .Tj, ^i, »i 
die Coordinaten ihres Mittelpunkts ausgedrückt werden, dass alt- 
dann, für #t = 2zu, 

• d^n-i/r aim-\F 

</a!,2«-a'~' ' rfx»2i«-4<fy, — v; u. s. w 

U. S. w 



dz 



und für n 



= 2»» -H 1 



ai7 



■ 



die BediogungsgleicbuDgen für das Vorhaadenseiii von Mittelpuok- 
ten einer Fläche des »ten Grades sind. Die Gleichung 1). 11. zeigt 
BU aber 9 wie am einer gegebeBen Gonetänten, nmA den gegebe- 
■ei Weruien der 'AnidfUeke • % * \ 

I dF dF dF d^F d^F d^F d*F V ..\ 



d%* djf'' dx* djcdy* dxdai* ifydx^ djcdydx '' 

die Fnnktfon oder die Gleichnng der PtMe 46« »ten \siradea 

dargestellt werden kann; oder wie wir mittelst der Gleichungen 

1, 2, 3, n. 8. w. im Stande sind, aus o^effebenen Conntanliett , nnd 
deo 2ten, Sten, 4teD, 5teD nnd 6tea AbleituDgen von /^r=0 die ' 
Gleichung der Fläche selbst herzust%llen. y Wir ^wollen dieses in 
einem Beispiel ausführen. ' ' x * * i 

Es eeien die Gleielinngen 



. • •• . f. •. • ' 

.... 7) 



•• • t 



gegeben, sq findAn?wir>iM;l, 2, 3: i 
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. da; = -|- i#y*a? -t- Cr» + iKr»y H- Är»» -f - Gsf» 

iib4 «Qf 4), 5), ^: ' 

f^Jl^ . dt» = C^y« il^^* -I- Ä4P «y /^ay 

Führen wir dieis Wwtie m die GleiekBiig 1). II. eis, m erlMl- 
ten wir: 

jPs=:|-HC»»-h.4'»*-*-^y»-|-C?'4r»-f-/>'ÄyH--B'^ 1=0. •«) 

Wir kSnnen nan die Gleichongen 1), 2) und 3| als drei Flächen 
aogehöriff betrachten, auf deren Oberfläche reelle oder imaginlre 
Mittelpunkte der Fläche, die durch die zu bestimiBende Gleichnii^ 
^=0 ausgedrückt wird, iiegeo müssen. Ebenso könnea 4ie 
Gleichungen 4), 5), 6) ide CHekhnngeB Yoii toi Blenett nneresehea 
werden, raf denen lich ehenMIs reelle oder iaeginire Mittelpankte 
der XU beetlaaenden Fläche befinden mileBen. Der Ausdruck 7) 
stellt einen aus jeder der drei Gleichungen 4), 5) oder 6} an er- 
haltenden, also bekannten Coefficienten vor. 

Um die Fläche 8) vollends zu bestimmen, können wir die Be- 
dingungen treffen, das0 sie durch einen gegebenen PnnlU («, ^, €) 
gehe, so daü nÜNi: 
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Aus dieser Gleichaog ergiebt sich der Werth der Constanten. Auf 
gm gleiche Art könueD wir aui deu 3 gegebeoeo Gleichungen: 

= <9X + + ^'or + e=: 0 . . . , 9) 

+ ^ + + ^ 0 . . . • 10) 

und der Bedingung-, dass die Fläche, deren Gleichung gesucht 
wird, durch einen gegebenen Punkt (a, ß, f) gehen soll, die Glei- 
chnnff* einer Fläche zweiten Grades bestimmen, deren Mittelpunkt 
1^ wmI UjT^ ^I*^®'* Denn es ist ans 9), 



=0, 



Ana ' 9)y 10)» 11) nad dei ao «bes arhalteneB Wertbea f on jgjj-» 

u. 8. w. erhalten wir^ wie in vorigen Beispiel, für die frag- 
Ikbe Gleiehnag folgende: 

am« + i|y ' + Av* + 2a6ry Vss» 4- ^c'ys + ^« ^"y 
•wo wir der Kürse wegen 

gesetzt haben. 

Stellt endlich J'=0 die Gleichung einer Ffäche des uten 
Grades vor, so kann diese ebenfalls bestimmt werden, wenn die 

W«rthe der Asadnleka X> 3E'» ^ ^•^ ZeS» ZSB* 

S3s ' SS£ Constante bekannt sind ; die Glei* 

Siug l).!!, iat ebealalla aar BeitiauiaDg von F aiforderlicli* 
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XXUL 

Uebupgsaufgaben für Sclittlef. 



¥oB'9«xirii Ooftoir 'Ji, Wiegand^ Lehrer der Hatheaatiii 
. an dar Reali^Jittle su Malle. 

Henkt aan sich die Kanten ejner regulären Pyramid«, «e wie 
aneii die Seiten der Grundfläche in den ZusammenstoBsungspank* 

ten beweglich, so wird man diesem Gestelle (um diesen kurzen 
Ausdruck zu gebrauchen) verscIjicdeDe («estalten geben können, 
wobei sich jedoch nur die Winkel der Grundfläche ändern können. 
Bringt man zwischen die Seiten der Grundfläche dieses Gestelies 
>eine Kugel und drückt diese iwischen die Kanten, so wird die* 
selbe, wenn äle am weiteren Vordringen gehindert wird 

1) die reguläre Pyramide herstellen; 

2) die Kanten werden die Kugel sämmtlich berühren; 

3) die Berührungspunkte, werden sämmtlich in einem Kreise 
liegen; " • 

4) die Bernhrungspunkte werden diesen Kreis in » gleiche 
Theife tMleii, wenn «e Clnftidilftehe den Geitelies • Wton bette. 

5) Wie grofs ist der Radios dies^ Kreises, wenn der Radios 
der Kugel =rr, die Kanten s die Seiten der 
Grundfläche «| sind? 

6) Wie weit wird die Kugel vordringen, d. h. wie gross wird 
der Abstand ihres Mittelpunkts von der Spitze sein?- 

7>-W)slai «an sich ein solelies Gestelle dnreh DriUite, Stile 
u. s. w. machen wollte» was hätte^man bei der Wahl des Winkels 
jm der Spitjf|0 oder der Seite der Grundfläche zu beacktenf 

8) Kann man bei jeder beliebig vielseitigen Pyramide eines 
co^struirbaren Winkel an der Spitze wählen? 

9) Welche Winkel würden die bec^^uemsten sein, wenn man 
sich eiueo Kreis auf die angegebene Weise in 7, 9, 11, 13 u. s. w. 
gleldbe Tbeile tiialleft: wollig I 

10) Unter welchen Usutänden wird die Kngel die Seiten der 
Gnindfläche berühren? ' 

11) Wird die Kugel die Seiten der Grundfläche und die Kan- 
ten zugleich berühren können? 

12) Wie werden die Erscheinungen sich abändern, wenn mao 
statt der Kugel einen Kegel nimmt? 

13) Wird jeder Kegel gebraucht werden können? 

14) Was wird eintreten, wenn die Seitenl&Dge des Kegeb 
gleich der Kante des Gestelles ist? n. s. w. 
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Verbindet man die Mittelpunkte der drei Seiten eines Dreiecks 
durch gerade Linien, sucht in den entstehenden 4 Dreiecken die 4 
ausgezeichneten Punkte und^ verbindet in den 3 äussern Dreiecken 
die analogen Punkte durch gerade Linien, dann ist zu untersuchen: 

1) In welcher Beziehung stehen die Seiten und Flächeninhalte 
dieser Dreiecke unter sich und zum ursprünglichen Dreiecke? 

2) In welcher Beziehung stehen zu den neuen Dreiecken und 
zum ursprünglichen die ausgezeichneten Punkte des mittleren? 

3) Welciie ähnlichen Betrachtungen lassen sich beim 4eck, 
5eck, (regelmässigen und unregeimässigen) neek anstellen? 

4) Wenn man die ausgezeichneten Punkte eines beliebigep 
Dreiecks mit den Winkelspitzen desselben verbindet und die aus- 
gezeichneten Punkte der entstandenen 3 Dreiecke in ähnlicher 
Weise, wie vorher, verhindet, welche Resultate geben dann die 
den vorigen ähnlichen Betrachtungen der entstehenden Dreiecke? 

5) Wenn man ein reguläres 4eck, Seck, 6eck, Seck, lOeck 
u. s. w. durch Radien in 4, 5, 6 u. s. w. Dreiecke theilt und ver- 
bindet die entsprechenden ausgezeichneten Punkte dieser Dreiecke, 
in welcher Beziehung stehen die durch ähnliche Verbindung der , 
merkwürdigen Punkte entstehenden 4, 5^ 6 . . ecke unter sich und 
zum ursprünglichen? 

6) Welche Progressionen ergeben sich bei fortgesetzter Ope- 
ration für die Fläcbenräumc, Seiten und Radien der um- und ein- 
geschriebenen Kreise? 



XXIV. 

M i s c e 1 1 e n. 



Auszug au^ einem Briefe des Herrn Professors G. J- 
Verdam an der Universität zu Leiden an den Heraus- 

En developpant pour mes Cleves, ces jours ci, les premieres 
reglcs du caicul integral, ii m'a paru, que la recherche de l'iute- 

grale^^^^ ne fait pas un cos d^exception, quand on envisage la 

qnestion d'un autre point de vue qu'ordinairement. 
Dans touts les Traites on se contente de dire: 

puisqu'ou a ä . ^»»+1 ={m 1)^»» . djc, od eu conclut 



ß 



a:'" (loc — 



m 



1 



Im Tsleor «• = — 1 donoe un caa d'exceptioii, puisao'elle entraine 
un chaDgemeot dans la Daiure de la fonctioD, par la quelle l'ioU- 
grale est repr^ntte; et en effet, od aait, plir le caliMl ttUKreotiel, 

qae ä, /(dr)=: -— > d*oii| reciproqueaeBt, 




PteeillMieit ob .condttt 4o ä • €* sst ^dagy qae I'ob ova 

* D^aillMn ob oxpliqoe, qno la mnäMoAm 4*bb ow 4*ese«p- 

ix 

tloii ponr la formale peot fttre ^vit^ par l'eaploi d'aao int^ 
gnio Maic^ Mvoir: 



dornt 1b TBlonr oit bdototMiB^ poor m=s — 1; psio Iii Tiait 

valenr i(— ) ett foBnilo par. TapplicatioB 4o la r^o oobmio da 

ealeal diffifroBftlol. 

Or ni nne teile itoTordon de fomnloa, ai Bfie pareille remarqae 
aoat ateaiaifOi, ai Tob- part d'aa aBtro priaoipa. Co priaeipa eit 

ealBi'do l'iat^rBtioD par parfite, par lequel ob a p» .dm=9.m 

— J^*^» Alaai, par «laapla» at ma avoir ogard a la coaaUal« 
arMtralfOj 

d'OB 

et 



r 



Da la w kwm aaBttn, et par bbo applicattoa r^p^t^ da m^nie prin- 
etpe OB pOBt troDTer direetemeDt lea iBtegrales des formolei diffd* 
raatloUaa» qao Tob «OBaidka oottaio foodaaieDtales, et qao l'oa 

^ia ardiaairoMBt par lavonioB. La fornBla — mkam b^b Int 

paa ezceptioD. A la vdrit^, ouaod on y appliqaa direelOMeBt lodlt 
prinei|»e, od reloaba aar MaManBlBalioB , ob eoBdaH la Bi<thodi 
ordinaire; mala riaa a'OBpMo de poser la variable x coaiMO 
^tant la somme dHaae aotro TariaUe y et d'ooe eoDstante, par 
axoMpla TuBitd. FaiiBBt bIbbi jrs=l-#-y» mu» itosd^» ai 
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i-*-y f{i-h»y 



IL. _,_ ^ y<» 



— i-»-y^*(H-y)' CT+TF 

— y ^ I y* . / * y*<^ 

1 -Hy ' U.-i-y)» ' / (1 -+-y)» 
etc. 

j . ■ *-^y- 

=— AiHI^) ^ + *+■ y) = A*)» pourrn coDdure qae 
c'Mt la Tsleor de Pinteffrale cberch^e. 



Conme Je trooYe de tenp« en temps dass votre Joaroal des 
fslkt deiiOBatimtiOM, d^v^loppemeai oii expositions de T^eo» 
rt«cg,'fWB l <M i M rtglev eraoM, il m ai^a pan Ma Mi 'MM, 
da T0U8 comninoiqMr w d^T^oppemenl d AaaBOs; n« iiVal* 
pn diffieile de tronyer, daos pinsiers cai, d'antm Taiefl poor 
atteiadre an bat deja ctmau, maia il ponrrait qa« U toM| hidM|iide 
ci haaty fut digna de r^Bian|ne. 



Herr Dmiioniprediffer Otto au Stargard bat mir folgende 
Mon «af den atoleHÜtäen Lehraati ffettützte, also von trigoao* 
■etriecbeo Bemehtahgen ganz nnabiingige AnflfiaoBg der kA 
gäbe von der Trisection des Winkek mitgetbeilt. 

In Taf. 11. Fig. 15. sei ACB der in drei gleicbe Tbeile zn 
tbeilende Winkel^ und am dessen Spitze C als Mittelpunkt mit dem 
beliebigen Halbmesser AC^=.r ein Kreis bescbrieben. Setzen wir 
die bekannten Sebnen Aß = o^ BF=k^ den bekannten Darcb- 
■eeeer utfFs=r< md ADssDEsBEs»^ AE^BDsy, 
■e liefert das in des Kreb bcaeliriebeM Tlereek ADEB aaeb A&m 
ptoienÜMhea I^etaalM di^ Ctttiekiaf 

n4 hl dei Knib beiefcrie beae Here ck ADBF liefert naeh 
deMelbea Salie, «lU DFzsz 1/7=7 Gleielinng 

Dorch Blbunation ?od y erbilt .mm mu dieeea beiden Gleidumgen 
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HoMÜrirt man auf beiden SeiteD, so kommt 

» V * 

oder • ' \ ; ' * . 

also, weil Xr' + a' = <^ ist, wenn man zugleich durch 1/ dividirt: 

Quadrirt man nun auf beiden Seiten, so ergiebt sich nach einieeo 
leichten Reductionen, wobei man immer zu beachten hat» dasB 
4* — = a* ist, die Gleichung des vierten Grades 

oder, wenn mau ä=2r setst, die Gleichung dea vierten: Grades 

welcher die gesuchte. Sehne durch die der dritte Theil 



4ltß gegebenen Winkels bestimmt wird, gefunden werden muss. 

Beträgt der gegebei^e Winkel zwei rechte Winkel oder 180% 
•o i ist . « =;= 2r, und die Gleichung zur Bestimmung der Sehnp «r 
des dritten Tbeils wird nach dem Obigen . . • ,„ 

-I- 2rjp» — ar*«» — 4r «4? -h 4r* = 0. 

Bekanntlich ist in diesem Falle « = r, und wirklich ist auch 

■•./"• I« *• ■ : . . • 



Auf Seite 127 hat man statt Taf. II. 'überall Taf/ID. lü aetsen. 



1. ; 



. ' . ' - ■ . 1.;. 
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Bemerkungen zu den Au£sfttz«ii XXXI. imd- 
XXXII. dm. »«im Dr. Schldmllch in Tbl. III. 
S. 26» uud S. 278. dieses Archives. 

Von , • * 

*»,*«,' « 

Hemi Doctor. Barfu«8 

ta Weimar. - 



In diesen beiden Aufsätzen ist Herr Dr. «chlömilcb zuerst ge« 
gen die Methode der uübestimmteu CoeflScienteo und dann gearen 
deo Gebraucb divergirender Reihen aufgetreten und bat seine Mei- 
mg » Besag.aof.OtB'xwtiten Funkt durcb Beispiele unterstützt, 
die gewiss jeilen Matbematiker sooleicb anf seine Partbei föbreii 
würden, wenn die Grundlkgim der Recbnaiigeii richtig ^ären. Da 
man beut zu Tage allgemein auf leiten des Verfassers steht und 
von einer Gegenpartbei fast gar nicht die Rede ist, so halte ich 
es für angemessen, dass auch einmal die letztere ergriffen werde^ 
and Tersucbe demgemass, das Irrige der Ansichten, namentlich in 
4en genannten Anfsütmen Aui -flerrn Verfaasers, aufzuklären. 

^ ^2ldmfat'.«iso wird gegen die Methode der unbestimmten Coeffi- 
cMM«n del-^sibonnrieileiibolt bespfeehene Einwand jgeinaelt; „dass 
Bocb gazeigt werden müsse, dass die Panetlon /(^) 
durch die Eigenschaft, durcb welche die EntwSckelung 
gemacht wurde, vollkommen cbarakterisirt sei, dass es 
keine andere Function y){a;) gebe, welche die nämliche 
Eigenschaft besitze, ohne mit /(a:) identisch zu sein.** 
Veratebe kk Uer'recbty^so ist die Meinung die, dass wohl für 
swei ganz- ir«raebied«n« 'FuWBfie]len iA Folge gemelnscbafiHtbbr 
syntaktiseher'fitgenscbafteii ein und dieselbe, in allen ihren Thai- 
len rvallkeneo bentlisaife^* Reibe gefunden weiden kennte. Dann 
TImUIY. 15' 
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passt aber das angefülirte Beispiel nicht hierher; denn inüsste das- 
selbe nicht so crewahlt sein, dass durch die Methode der unbestimm* 
ten Coefiiciciiteti (ür zwei verschiedene Funclionsfurmeo doch eiD 
nnd diP8<tlbc Reihe hervorginge? 

• So haben allerding« die, runktionea ^(a^-^a—^) und cos ajp 
die Cij^enschuft gemein, dass /(Je-hl/) ~+- /f -^ — y) = 2/(^) •/'(y)» 
allein diess hcwoist gnr nichts gegen die Methode der unbestimm« 
ten roeflicicnten. Beide Functiuuen haben die Ki^cnschuft, duss 
sie =1 »ind .für a: = 0 und für gleiche aber entgegengesetzte 
Wertbe VO0.4? ffonz gleiche Werthe erbalten, so dau nan. fir 
Veide setxeo darn 



Durch die gedachte Eigeoacbaft hfiidei' EuActiofieA hestiw^ 
mni 'tir tneideTnich eim^cr f^eiation 'der K€th.enco€(C(|4eient^ii^ '^)r 
4«fh weiter eichts. Dean setzen ^ M-fh^ ind! jr^.Jr anlf .i^ 
■o erhalten wir durch leichte Reobpiiog^ j. ,2j 

/(or -+■ y) 4-/(ar - y) = 2/(.r) 

Wir erhalteo aber auch i»; : , - 

und wenn wir nun beide Entwickelungen einander gleich setzen, 
so hebt sich Uffa:) und Alles läMt »ich wif^^ •diWdirea. Setaea 
wir dann noch ^=0,. so wird - : ♦• * ••• " '» • • 

^ ist noch nicht bestimml midy hat. io »deif That^iü jetePone- 
tion einen eignen Werth, der nur dnrcl« ei|i« BigenschaH gelM^M 
werden kann, die eine jede Fuo«ti«n,. ala'»michiedeA v«B de« a»» 

deren charuklerisirt. 

Hätte aber Herr Dr. Schlön^ilch nun noch für beide Functionen 
daiselhe 6 gefunden^ so wäre sein IfeU^Jßl tir«0«ud geweseo. So 
wird^aber im Beisuielf der Solfluss verfehlt... .l4i;itfenlML dem Aua^ 
''»e Kigenschaften beige)egt^*di« .dfr l^liliciinn ak^tg or 
zukumnu-n, und es findet sich für Cfine vollkoiiMBan.\h«tini«M 
Reihe, welche zeigt, dass jedem bestimmten VVerIhe von ^ ein 



und folglich *±=*. <?=i=^, ' u. 8. V. Daher ffUt 

^ohr^ ala anc^, ;$ir Cfia, #141: die £ntwi< 
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tion /"(jr) dorch die ihr boisrele^ten Eig^enschnften vollkommen be- 
stimmt ist. Die Nacbweisuri{r , dass /'(o:) = arctf( a: sei, hat mit 
der Methode der unbestimmten Coefficienteii nichts zu schalen. 

L ud wo wollte mau aucb den fieweisffmnd beroebmen , dnss 
gwei fcrtehiedeoe Kunatiwmn iltModi' etiitrm R«ilieD«iit3iHck»lHii^ 
yebMi kdootea. Dass eine fpeweiosobaftiicbe syntaktische fiigen- 
idi»ft derstlben «och eioe g^emtiilichertliche Kelatioo der Coeffi— 
cienten in beiden EBtwickeloDgeD begründet, Mk detth wobl gMS 
netüriicb. 

Dennocb aber müssen wir den Gegnern zugeben, dass die Me- 
thode der unbestimmten C^effieienteu , so wie sie meistens in An- 
wtodnng gebhMiit wordmii, nidit btlHedigt; der Grrad dafMi iet 

aber nicht der vom Herrn Dr. tlehlömileh nngegebene, sondern* igt 
lediglich in dem Umstände so suchen, dass, bevor die Coefticienten 
berechnet werden, <Jie Form der Reihe bezüglich der Haiiptg-rösse 
gar niclit liinlau^:licli beifiUndet ist. Weil lur ar=.^ \\W( \\ /(.2:)r=r0 
wird, sast Herr Dr. Scblüjuilcb so darf die fragliche Ueilip kein 
von a: ^eieü Glied, entkalten. Ja wenb überhaupt cloesolclif Rciiie 
exUCirt! Dann Ist aber aucb' der Sats nicht rit*ktig, denn oft esfUti- 
reo zwei Reihen neben einander, von denen die erste kein von ae 
freies Glied hat und nach positiven Potenzen von as (geordnet ist« 
während die andere ein constantes Glied hat und nach ncg^ativen 
Potenzen der HiiuptfrSsse fortschreitet. Vor diesem äicblusse warnte 

vor eitriger Zeit «It» BuvISnder, indeai er dfe'Fniiction e als 
Beispiel anführte^ dieselpe verschwindet für ^=s0, hat aber 
ihrer Entwickelung ein constliittei tilied und ist/atts negtttiveb. Po- 
tenzen von a: gebildet. 

Die Existenz der Reibe muss vor Allem erwiesen sein! und 
dieses können die unbestimmten Coefficicnten nicht leisten. So 
wird tfer biuduiisebe l^ebrkatv jralir gut' ullgemein mit RüHe der 
Ottbeatitoteu '€o«fßelilbtcii bewledleh, weil Uteh sehr 'feidit teigeh 
lässt, da^s bei jedem Werfhe vnu m für fl -+-^)»* eine Reihe von 
der Form \ -\- mx -\- Aac"* Bx* -\- , . , wirklich exisfirt. Die 
Methode der unbestimmten Coe ff i cienten soll <lie Reihe 
nic.hf erfiudeu, »ondern nur auf eine leichte Weise die 
Coeff i c i en te n und ihr Bildungsgesetz durthun. Hierauf 
kepvit der Her» »rfiiMfr der gedachten AufsÜtsd s|»äier, w« er 
daa Beispiel /(jr)^ar, sip x-\-a^ sin ^S^-f- . l*. . Anführt^ wirk- 
lich ««Hiek.' bis Kxisteui dUuMr Reilve ;Mite erst dargethui». sdie 
müssen. * 

Die Existenz einer Reilre wird nur dann mit Fvid^nz bewiesen, 
wenn sie auf schon bekannte Eotwickeluogen zurückgeführt wird. 
Diess §^eht leicht bei deip Binom und dann bei den Kxpuneutiul* 
functiooeu, Dicht aber bM den Adsdrtieked sin x und tios or, weil 
dieaetben nitbt durch eine Syr^^hesis der allgeoMiiien, Arithmetik, 
sondern durcb geometris^che Abstraeliotien gewonnen worden sind. 
Hier könnte man die Methode der unbestimmten Coeffirienten schor> 
damit chicaniren, da^s man fragte, ob denn auch sin .2: oder cos ^ 
eiaeriei Fuoctionsformen für olle VVerthe von seien. Die geome- 



*) Es ▼enlebt sieb, dass «diese Behadptung nicht dem Herrn Verfuser 
••aden AiiriMiMi inr L4sr filH; 

15* 
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iffiselitt BetraclitDag fn^iebt uns Iceine begtiMtere Relation zwiselm 
Sinus und Bogen als die, dass die Sinns verscliwiiidender Bögen 
mit den Rög-en zusnmmenfttlleB , oder vielmpfar, dieser Satz ist ein 
Postulat tür die geometrische Anschauung. Daher können wir auf 
keine andere Art vom Bogen zum Sinus hinüber geführt werden, 
als'dttreli die BelraditaMr der verscbwindendeik Emirale. Daför 
Meten iini die leicht so findenden Pornein lur tb mof nnd coe mof 
jdurch sin or und cos «' die Hand, und es bedarf der Methode der 
unbestimmten Coefficicntcn nicht. Sind nun aber die Entwickelnn- 
gen für sin a: und cos a: gefunden, so ergiebt sich alsbald auch 
die Nütliwcndigkeit ähnlicher Entwickelungen fiir alle anderen go- 
niometrischcu Ausdrücke, und hierfür kann man sieb der Metbode 
dec-vWbtitinBtoB Goefficientfin bedienen.' 



3. 

Der zweite Vorwurf,' welcher die Methode der nnbeelfnifltfen 

Cocfncicntcn trifft, ist der, dass sie die Brgäuzunj^ der Reihe zur 
vollständigen Function nicht beachte, wodurch die natarliebe Be« 
Stimmung der Divergenz oder Convergenz verloren gebe. Dieser 
Vorwurf hängt innig mit der jetzt aligemeinen Ansicht zusammen, 
dass divergirende Reihen ganz falsche Ausdrücke seien^ und diese 
will ich däer xaerst zu beleuchten enchen. 

Es ist sehr zu billigen » dasi nmn ein ^wisaet eft getriebenes 
unnützes Spiel mit diverglrenden Reiben bei Seite setzte, aber wo- 
ber der Schluss gezogen wyrdc, dass divergirende Reilien fehler- 
haft werden, ist nicht abzusehen. Wie es scheint, rechnete man 
damit und fand falsche Resultate. Du aber anderseits auch richtige 
Resultate aus divergireoden Reiben hervorgingen, so wird man 
veranlaMt in Drogen, .nach welcher Logik man den Grnnd der 
Fehler in der Divergenz Onden konnte. Wie es nun mit jenen 
Fehlern etwa stehen mag, daron will ich ein Beispiel geben, mdev 
ich die Irrungen aufkläre, wodurch Herr Dr. SchlÖmilch in seiner 
Abhandlung auf so wideraifmige Resultate durch ^Irergirende Reihen 
gekommen ist. ' 

Zu diesem Bebnfe frage ich zuerst, was wird aus dem Aus- 
drucke ^ — j ^2v\^ ^ f=l und^=0 ist? Setxen 

cos «17 1 

wir zuerst «=1, so wird S== ^ ' * = — » und hiernach also 

^ — ^ cos «'f 

Ä>=— ^ für vt=zl und a?=0, .Setzen wir abec zuerst ;r=:0, so 

wird Sss^j^—^YZrS^ ^ «nendlieb wird. 

Welches Resultat ist nun das riehCigef , 

\ ko hätte Herr Dr. SehlSaikh berftekeiehticen sdllen, dein ^ 
Gleichung i^sscos «H-^ cea l^tf in de« Pnlle^ wo 
4rs=0 «Miei: ssSünr iat, keine Bestinnivng giebt, .dnes also auch, 
wenn .r=:2//7r, cos ^-f-cos 2.2- -f- cos 3.a:-H. . . . nicht ohne 
Weiteres = — i g^J^etzt werden durfte. Für diesen Fall lässt sich 
die Summe nur bestimmen, wenn man zu einem allgemeineren Aus» 
drucke überseht, in welchem der fragliche als besonderer Fall ent* 
lallten ist. INe Snoiaie 1 ••h* 1 + 1 + • • * • ist eise soe and niebt 
SS — ^, und dieses stimnit auf das ^ebenste «ift nndeveu Bohnolte- 



\ 
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1 

iQOgea, !• B. oit der voo ? — ^ susammeo« weiiu*^ = l genon« 
■en wird. 

Uiermit fallen nun. alle Argumente» ipticlie der Herr Verfasser 
der gedacbteu Aufsätze ^egeo die divwgirendea Rethen an%eatelU 
hat. Zutrat nämlich- ist nichl . . - ^' « 
t\ . . . • • 

i=l + 1 + 1 + . ... . 

-(l»-f-»»-<-»» + ....)f^ 

fttr jeden Werth ton of, sondern für ar = 0.wird 

was fa der' Mnung iaf. FIr Jeden andern Werth ron aher er- 
haltea wir das triviale Resaltat oe — oe^oe— ... 

Ich koaune dud' an/der. unter (7) angeführten Folgerung. Der 

Ausdruck Cos -f- cos 2a: -h . . . H- cos /<^=: — j -f- 



sin (-— — )a: 



2sin ^j: 

sagt, dass, wenn eine beliebige Aozabl von Gliedern der Reibe 
cos .x' + cus 2a; die Stumme — ^ geben sull, iuiiuer uuch 

— gjjjj-jj — als Brgänaung hinzugefügt werden müsse.^ Diess 

sagt unsere diverffirende oneadliche Reibe auch eben so gut. Wir 

haben cos^+cos£rH-....M-cosfi^-4-cos(/iH-l)a:--|-cos(ÄH-2)^-f- 

=: — ^'^^ wenn wir bei dem Gliede cos nof abbrechen, den 
Rest H = cos (u -f- l).r -f- cos -h 2)a: -4- . . . . = — ^ 
(cos or + cos 2a: "ir . • . . +cos fia:)\ wir werden also darauf hin- 
ffewieaen, die Snaimirung his eos «mt ni endÜchar Weise zu auieben. 
Jedenaann sieht ein, dass hier mit der Suppotition mes^ niehfc " 
mehr ausgerichtet wird, ala wenn i» = 3 wäre, jene ist nur unhe- 
stimmter. Diese Bemerkung würde den Berrn V'erfasser nicht auf 
sin <xa: und cos o^sssO^ sondern auf eine identische Gleichung 
geführt haben. - * 

Die unendliche Reihe drückt nichts weiter aus als das Bat« 
wiekelnngsgesetz, und ihre Bedentung ist snnäehst nur die syntak- 
tische« Es ist cos ^H-cos 2^H-....-|-co8 /i;r — — 4j 

und wenn der Rest noch weiter entwickelt wird, so kommen Glie- 
der hinzu, die nacb demselben "Gesetz gebildet sind. Das Bildungs- 

Ilvese tz der Reibe enthält also schon den Rest, daber dieser wegffe- 
aasen ist Desahalh Jkann man aus der Formel (7) dorefc die An- 
nahme mssoo ju<^ auf Bolers Raiha gelaiigea, ^e auKUIch aaok 
den Rest wegzolaasan. So aber ist die unattdKche, d. Ii. die un- ' 
vollendete. odec unvoUendhare Reihe aut der emdKeheii Taiweohsalt 
worden. 

Zuletzt wird die Eulerscbe Reibe durch eine Integration mit 
den Lagt^ngescben oder Fourierseben Reihen iu Verbindung ge* 
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braekt. Der Herr Verfaeter bat aber mir mk der beachrinkUtt 

Summenformer -^-^ssxof or + eoa 2«+,.. gerecnnet, von wel> 
clier wir wissen, dass sie für ,a:r=0. welchen Werth das unbe« 
stimmte Inte&fral durchlaufen iniiss, nicht mehr g'ilt. Daher kann 
auch die Uechiiung, deren Basis die AUi^emeingültigkeit der 
huiumenrnrmel itit, nicht richtige sein. Führt man aber statt 
CO« -4- cf»8 . . • • die allg^neiDere Reihe tr .coa Jt + 

tr* cot -H r* cot -|- • • • » i» ' die BeiBb«iiig''€ih, dcrea 

Summe — ^ — r «eiü wird, inteirrirt und setzt dann 

t>=l, so wird iiuin mit anderen, z. B. mit .Martin Ohm, das ge« 
'l?iiu»chie lieKultat mit völliger All^emcinli^it erhalten. 

Alxo nicht in der Üoriehiigkeit der divergireodeD Reibe, aoa- 
dera in der beachräokton C»eltuojir der Svmwenforniel iat der Grand 
aller Irrungen an fifidoti. Die Summe der Reibe coa a: — cos Zx 

•4- TOS 3a* — winl von ^ = t) bis ar = :i:7r durch richtig 

darbest I l!t, daher man audi mit ihr richtio^e Resuhafe erhält, weno 
man ihre Anwendung nicht Ulier die gedachten (ürenzeii ausdehnt. 
Multi|)licif t man z. B. mit f/.v und inte^rirt vüd 0 ao, so eihält 
.man {jt^nn ^ — jain Sar + j^sin Zop — ••••« welelie R^ihf bii 
an jr ala richtig anerkaoot wird« eher fer irss^ir niebt'Mehr 
ffilt, eben weil die Drreibe coaor — coa 2dr-4*|... filr dteaea 
Werth nicht mehr gilt. 

Keine unserer Functionsformen /"(or) kann unmittelbar die 
filgenschoft haben, dass sie constant ^ — ^ für jeden Werth von 
Of träre, aber fi^r ar==0, a; = 2n7r unendlich würde. Oalier lies» 
aich auch die Summe der Reihe coa j? + coa aUbt all« 

femein ausdrücken. Wir miiaaen daher den fraglichen Aas. 
ruck einem all gemeineren unterordnen, in wel«bcai er 
als specieller Kall für einen gewissien Werth einer ge- 
wi8'»en Consta Ute enthalten iat. Oiese Bemerkung' ist von 
Wichtigkeit; so können wir eine Form von den gedachten Eigen- 
achaftcn nur mit Hülfe einer Constante ff=l etwa io dem Aus- 

Nach diesen Betrachtungen kann die Bemerkung, dass die Me* 
Ihode der uahedtimnilen €oeflieienten den Reat dfr Reibe aidt 
brachte, am naiib wenf§^ Bell^tan|^ haben; ale Iat «Mn* aocb dard* 

aaa grundlos. — Gs igt sonderbar, dns« während in der atl|remei- 
ncn Arillimefik ülierall nach Allf^emcinhcit der Formen gestrebt 
worden ist, dieselbe bei den Reihen ^egenwärtiiT st» •ntschiedeo 
zurüokcrewiesen wird. Die Grundyperationen «Her Grössenlehre 
sind Zusammenfügen und Trennen, und die daher ents^rin|{eodeo 
d^ VmieHkefaenB nnd Tbeileni. So lange wir na nnnittelbw «ai 
mit dieaen au ihna haben^ aiild xnr im Gebiete der geaeineD ArM- 
mcfik, aber schon fim Beginn fer Wissenschaft nacht sich die 
Nolhweniüc^keit grösserer Allgemeinheit der Formen geltend, Die- 
selhe wird nun durch die grosse Maxime erhalten, dass für jed- 
wede zwei direct entgegeugesetzte 0|)eratiünen eine 
einzige Form gesucht wird, in welcher beide eothalteo 
alttd; • Diaaa' ifeMfaiebt stterat bei dlsr Maltipilcatliiii, wdelM.Br- 
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spräoglicb eiDuV^rvieifdcliea ist, aber mit HtUf« gebrocbeaer^uUir 
plieirtilreB: aiielk di» Ofiefrtid« idct Tbeileaa i« tiebr luifiiiiiiiijt^ - DitM 

hm sich to c«|»sttn idBi^laiitbii^ti|clien Grundo^eratioiMii MMielilieit^ 
weii sie sid» su h«stikrimt mit der Bildung der Zubien 'sus der Eins 
TCrgleiclicn lässt. Hier Hesse sich aher der Uolersrbied zwisrheo 
vervielfaitigeoden und tlieiknilco Fitctoxeo auf älniliciie Weise 
durcJifiibreB, wie der Liutersobied (»oaiiiver und negativer Summen- 
glieder W Aai. JMitiomaÄ Dia. Tbeutrie dcir -iQtkteren: brtofft . paq ga- 
wöbniieli erat »pät^r, foglicber würde man aia aber gleicli oach den 
fcitgeste Ilten Begriffen des aritbitietisclien Addirens und Subtralii- 
rens als das Mittel hinstellen, den Liuierscliied in der Operation 
des Zu- und Ahzählens aufzuheben und dens^'lljcn durch Untrr- 
scheidung positiver und negativer Sunimcngliedcr ivicder zu ge- 
wionen. t)ie Fotenzeiilehre schafft alsdanu mit Zuziehuitg ge- 
broebeDer Expooenten einen allgeaieioen Ausdruck fllr die eigeot- 
liebe Potensiroog und. dcA eigeotlMe'^tii^elau^ixiehen, und dnreh 
Einfübrung negativer £]|^oneDlen cindrini «Kecbnungsgesetze für 
die Multiplic iitiun und Division mit Putenzen. Weiter aber ist das 
obige Piincip mit Gewinn noch nicht durrhgef ulirt worden. 

Hieraus ersehen wir nun, das« in der allgemeinen Aritljtpetik 
jede Operation eine höhere syataktiscbe Bedeutung hat, der die 
arithnetUche notergeurdoejk iat. 1|}e»% ^bere syDiaktiscbe Bedeu- 
tung ist der Grund illler Schwierigkeiten, «her zugleich auch die 
Quelle aller Gieicblormigkeit und Einheit und der meisten höheren' 
Eotdcfkuagi^ gewesen. Wegen ihrer syntaktischen Allgemeinheit 
haben daher auch unsere Formeln oft ntir syntaktisclie l^etlcutung 
jun.d. verliefen ; die itrithinetisciic lt^a^chbarkeit; sie^sind hlussc Fi^ 
euren der combipatori^cbcki Analysis. (Vergl. Fries niathen. Na^ 
turphilpsepbii).' ' ' • ■ ' • ^ • • 

Wäruifi nun dtÜ Reiben io Ihrer nllgcmeiDen syntaktischen Be« 
itontmig bei'Mle schMe«; wotiea, isl nieM abniiseben. Is^ d^ 

wdÜ jt.i^M» f^'A* ; i' lUe fintwiekdlurig von ^od^ nar 

T#n diesem», aiiph ujclit. liiuiiugefügt wird, a: miisüe kleineir 

als I seiaf D.ie Reibe, liat V4im 8tan<l{)unfcte der allgemejpen Aritb* 
netik Ws-sUniiebift |iW'j6ine sjntakiispbV ttedentung durch ihr Knt« 
wicketüngs<;eseti, ;iind ^i^ l*Va^e \iaeb Ikrjer Summe wird hier nicht 
durch die Summe allef 'Glieder . sondern durch die erzeugen'le 
Function beantwortet. Ihre arithmetische Bcdeutunir gewinnt sie 
erst dann, wenn sie convergirr aher utiahliangig von dieser Kigeti- 
•cbaft ist in ihr Alles durch ihr Entwickeiuu^sgesetz uud foigliefc 
ancb ibr Rest besfimmt. 

Indem nun diVReibf entwickelt wird, kommt es lediglich dar* 
auf an, das Gest tz. ibrer Entwiokelung sn finden, und hierzu känn 
der Rest nichts beitragen. Die Bestimmuriür der Convergenz ist 
eine untergeordnete und kommt erst dann ui FVage, wenn die Reihe 
arithmetische Brauchbarkeit gewinnen soll. Hier kann ich wieder- 
nm nicht absehen, wozu die Beachtung des Aestei niitsfn suU« 
Die erseugende Fnnetion ist jedesfaUs die wahre Summe, aber leb 
bann sie aus der Reibe nur danü^iiähfM^Sgsw.eiie erhalten, wenn 
diese coovergirt, di h. nicht' wenn '<der 'Rest verschwindet, sondern 
wenn er gegen den Werth der erzeugenden F'unction verschwin- 
det In den Fallen also, wie der Werth der erseugeadso Fuocläoo 



Digitized by Google 



unendlicli gross wird, brancbt der Rest niebt uneadlicb kleio, sod- 
dm nut eadlieli'' s« wetdes. HImmIi IMiMfc ■Mr -der Begriff 
der Cowergenz aHgemeiaer. Di« Reibe ^^-^«l^ii^ . . . . di?cr- 
girt Bieht, soDdern convergirt, ^il der Restiigeppea ibre Sanwe 

ver schwind et. Daber hat Poisson fj^am Recht, wenn er sagt, dass 
jede Reihe convcrgire, deren Glieder verschwindend klein werdet; 
und hiernach ist die Bestimmung der Convergeni, die man nickt 
iusammeozählen uaaadlich vieler Glieder .venreeMi 



mit dem Zi 

tiui, wcnigsteiie Dicht aebwerer ele Mit Bteebtieff dee Eeatea. 

Die Abbandlung XSXII. wird uns recht klar zeigen « «ie 
DÖthig es sei, auf die syntaktische Bedeutung unserer Formen lo 
achten. An die Spitze atellt Herr Or, Scblömilch den nachher be- 
wiesen eo Satz 

4» ? 

n tg - — 

1 

tbnd findet dann & easasl und »cssSi den Anndraeki . 

»^allein wenn man filr d»* Reibe 1 -|- ^* H= • . 

1 ZT = -f- 

^und also =cx> erhalten, ein ganz falsches Resultat.^ 
• Zuerst bemerke ich, dass der Herr Verfasser bei der Eotwiciic* 

0 yzrj" *■ ScWaaae, dnea der 
Reat allgeaiein venichwinde, sieh geirrt hat» denii es wirdl aller- 

dings die Function — ^ _^ unendlich ^ oMIch ftr ;rssO wcai 

a^{. Für a = ^ bckammt man das unbestimmte Resultat 0*, 
allein wenn a<i^f so hut . obiger Ausdruck allerdings nur endliclie 
W^the xwiachen ^ss:0 nnd arsssh Ich. will daner znerat mt 
BerUekaicbtigung des Restes das Reanltati genauer begr&nden lad 
ingleich die eigentliche Basia der ganxep' RechanD^' beatiBBter 
hervorheben. ^ « : • • 

Man bat 



S — 1 



* -1 

ftier erlaube ich mir nun im »weite» Gliede • ■■ > ^ i. staU 



z — - $m 40tKem nnd erhalte 

• ' »> ■•• , ^* .\ ••• • ' '» • " ' i! 
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« 

:=5S l + -I- -f:—. 



o? — 1 ~" ■ **** «r — 1 « 

•lio - ' . ^ . . , 

/o 1—« r" / i ar-.l • 
Man h«t aber «witchen dietetr Grenien die erste Reihe 

di» Meiere j»bejc. . . • . 

• ««Iii •« 

1 1 1 



• II»» • /•» t 

alao den Djit^icliied beider s • !« .. •. •> ii 

I 1 1 1 ' ^ **-•» ' ^ 

daher 



♦ • • . • 

Um DUD für die, beiden Integrale gleiche Qren^.^^^ip erhalten^. 
Miae ich mit iBam SaUdaiUeh im zweiton ^ «ad er* 

Ulte ea dadiirdi • " / • . I 

I * • - » ' ^ » - t . 

Daher erhalte ieh Ar den Rest der Reihe deA Avadhick '' ^ ' 

welches nun, da iu Folge des positiven <v die Function . ■■■ 

zwischen ^ — 0 und ar=l immer nur endliclie Werthe hat, für 
wachsende n verschwindet. Und da nun die ins Uoendliche fort- 

Seaetzte Reihe ü den Werth, ^ ^ hat»-ao iff . | 



tu 

Doch Uiete RecLuuug kauD uns bier nicht %ur Klarheit tührea^ 
wir nOtMB ilpre'finiiidlvg^ nXfier erihrlehi. Da niehea wir '4mii, 

dais ich, wie ^uch Herr ^chtöipUch^ dep AuiUruok 

r oniDilcrtc; wai giebt mit aber daia ein Recht? Wird deiio 

hierdurch nicht die Functionsform (canz weientiicb abgeändert? Ei 

i /' id«P' ^ 

bt gar nicht eioerlei» ob icb*!. B. / j-^T^ oder — / tsbreihe. 

" ^ " .. ein imaerinärer; er hat 

bloss eine syntaktische Bedeutung und ist ein nrithmetischer Cd> 
sinn. Warum derselbe aber doch ohne weitere Zusätze in die 
Lehrbücher über^ing^, daran ist lediglich die beschränkte Auffassung 
dea bastimmlen Integmia« Soli^MW. Slaaialbe i«| . 



J(a:)da: p= 6{fa ^/(a + S) 4-/(a :|- 2J) H- ) 

^ n 

für iss ^ , daa iat ea düTi wean daa allgeaiefaie Integitl 

j/{ic)da: für alle Werthe von a:=za bis arr=^ eine reelle 

Function von x ist. Das bestimmte Integral ist nichts an- 
deres, als die Differenz zweier besonderen Werthe 
eines allgemeinen, und diess ist seine svntaktische Bedeutuog, 
der jene arithmetisebe uotergeordnat ist. 

Betrachten wir nun den Ausdruck so lässt er sich. 

weil ja-^ s» nnd beide gaaie Zahlen aiod, in 

- ■ \ . 

Adx . \ • B y>{x) dx 



zerlegen, wo t//(^) eine ganze rationale Function von a: sein wird. 
Hier ist nun der zweite Theil immer das Differential einer reellen 
Function von a: = 0 bis a?=:oo, nicht ao aber der erste; denn es 
dx 

iat 1 — t:=^ — i^log(l— ^) nnd alao nur von 0 bin 1 reell. 

1 ~" sc \ 

Wollte ich ftl»«' »fitzen, so wäre diesei ss-^«^ log (jp — 1) 

■nd also nnr von 1 lids .oo reell.. 

leb will snr beaaeren Anaebanlicbkeit daa Bij^vi^el / j-irji 
wählen, welches von bis 4r'i=ne n«eb dem Lehrsätze 

Ufar — 7r_ ^ ^.^j werden würde. Aber 

II 

icb finde ' / 



1 — SP« ^ I— # I * 
also wenn ich integrire ' ' -. \ 

.».*•,• i *. * » ^ 
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Hier gieb^ juw ^ wrotg —^jjj^ von ^:t=0 Ät;;=<»» ite» 

wird deD» tiiis + * log (i4-oo-|-qo»)? 

Alto dU*Portt vor Allen 'g«ii.4$li«trt Beinl wenn 

•aiden' niiMre' Re.e.tiiiünp:en nfcht sindliiB^ Bein sblleai." Die wehre - 

BedeutDDff von f ^ — — • = * — ist die, dass es die Dif- 

fereoz zweier ganz verschiedener bestimmten Intpgrale bedeutet, 
4ie. eieli auf die Fermen f^^^^— ond f ^ ^'^f brioireD lai- 

MB, Weil nun hier eigeotlicU eine A^nderuog der FBUCtioosform 
Während des IntegrireDs eislrUt^ sf^Bollte men 8d etwas sieht 

Hier ist nav klar, worin der Fehler dda Herrn Dr. Behlftnileh 
bei der Integration vou / ^ xa anehen eiei. Indeai die ln> 

tegration mittele der Reibe j-^^ssl'+ar^ + i?*^-**.* geeeheh, 
warde die Functionsform' von ^'sO'hla ^s=oe heihehallen und 

dadurch 1 ~I"t®°' • • • gefunden. Hier 

d»rf ich *nun nicht darnach fragen, was aMe Glieder dieser Reihe 
zu>nmnicn<;enominen ausmachen, sondern ich muss ihre syntaktische 
Bedeutung nachweisen. Darnach ist sie die Eotwickelung von 

ileg fiir 4r=ob, nnd lolglich iat 

—r — r aus / -; machc, so verändere ich 

1 X» — 1 / 1 1 — X* 

die Kunctionsfurm uud habe zwei ganz verschiedene Integrale, 
Duss ihr Unterschied =0 sei, findet man durch Substitution der 



Beiheu 



1 — o; 



5=sl-|-«* + I 



"•I.»;'» 4y . II • -1 .1 s t »'•'•> ' /»;. ' ti 

BBB iehr kfelfty'*ddna'Wff"«iWlw. > . 
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verachiedenen Pomeii Mgehdreo , kann mmn leicht Beben , wean 
Man die all gemeinen integrale soclit; erateres ist |log fH^» (U* 

Anmerkung. Meine eignen ikneichten über die Methode der unbesüiniu- 
ten Coefiieiehten darf ich als hiarefchend bekennt Toraawettcn«, 

[ immer aber werde ich auch entgegengesetzten Ansicluen, wmn 
sie nur mit Würde und'Kuhe vorgetragen werden, g^ro. versUt* 
ten, sich in dem Archive geltend zu machen. ' €• 



* • • 



« • .\ 



XXVI. 

Goniometrisciier Zirkel. 

' , Von dem 
Uerru Oberlehrer Dr. Brehmer 

" .. am Pädagogium zu Putbus. " . 



' ..l^eadea^die goDiovetriscbeii FnactioDeQ einea und deaaelben 
Wiakela in e|ae# 2irfcel falgepdeiwafaen aebeo eioaader ge- 

itelltr ' 




ao lassen aicb die einfachen .Relationen 3|wiscben ihnen durch fei- 
gende Gesetxis ansdriicken ; 

1) Das Product sweier in Scheitelwinkeln tftebender Fnnctionea 
ist gleich 1. 

sin jp . cosee = 1, u. s. w. 

• • • •• • 

%) Das Prodact iweicr über oder unter i^eraelben IJnie stebender 
Fnnctionen ist gleich der eiagMcUnif^ii.jFlinflfUoik' 

ain ^ .Mq 4f s^tfHDg U« f. ÜT- i) 
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Der Quotient zweier aolfegender Functionen ist gleich der-'^ 
Dividend«« auf der aftderen Seite aoliegendea f uoetion, 

Anmerkung. Wir verweisen bei dieser Gelegenkeit auf das 
Programm: Ein Scliema zur Krleicliterun g des Klemcntar- 
'uate rriclites in der Trigonometrie von Dr. t), W. GrQ)>e. 
Casajel. 1840. Dua in diesaai Progranoi nitgetbeilU SebaMa er^ 
«treckt lidi auch auf FarMeln svr AnUdtniig dar «fJMBiian ,raeli|tr 
wii^kligeB Draiecka. ^ . 



.1 « 



Vi)]^ TbfiitiuiK wd Vmwaodliiog einiger, tlie- 

fien Figüreo. 

Von . 



Herrn A. Göpel 

la Beiti«. • 



•» • 



Wenn mau H. Gerwien's siunreickeu Beweia dar Gleichheit 
zweiar Dtaiocka voa - dartalbtn OrwidliBit uad' Httha iranpittelat 
blosser Coagraenz weiter Tar^lgt, ao.^elaDgt nao zu niebt^iMa» 

der nerkwürdigeb Theilungen und Verwaadlungen. Die erwähnte 
Construction besteht im Folgenden. IVlun lec^e die beiden Dreiecke 
ABC und ABC mit ihrer gemeinschafilicben Grundlinie AB so 
an einander, dass die Spitzen C und C auf verschiedene Seiten 
derselhen fallen. Die Verbindungslinie wird dann durch ihren 
DarclischBili8]Niokt D mt dar firnndlbie ^i? gabälfitet Van ü 
ziabe man nach dai Mitten der vier übrigen. Seiten der beiden ge- 
gebenen Dreiecke gerada Verbiiidangslinien«. Durch dieselben wird 
jedes dieser Dreiecke in ein Viereck und zwei Dreiecke getheilt» 
die einander hezieliüch congruent sind; so duss man also aus den. 
Theilen des einen Dreiecks mittelBt geeigneter Drehung, uad. Ver- 
schiebung, das andara fkateek «usa»aieas ai aaa Itaiim ' • . > 

.Etaa» a«leba Tbeilanf uad Vfl^wttdlaaff IMt >Mi awb bei 
swei beliehigen Dreiecken iaarf&bfaiit dia 'wmr dieselbe tSrUodliniit» 
Bocli diasalba Uöba kabatf» aaoda» ainaodar •cblacktkla glaicb 
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sind. Heissen ABC und A'B'C diese beiden Dreiecke, so kann 
man oifeobiir immer ein Mittelglied (Dreieck) auftinden, welclies 
mit jedem .der beiden gegebenen Dreiecke gemeinscbttftliche Gruod- 
lioie ood Höhe (freilich ivit jedem eiire andere) -her.- Bl«n darf 
nur von jedem Dreiecke eine' geeignete tteite s. B. AS und A'ff 
(Taf. IV., Fig. 1.) auswälilen und aus ihnen unter gpj'ig^nefem Win- 
kel 'ein ^ Dreieck ABB' bilden , welches mit ABC die Grandlioie 
Aß und mit A'B'C die Grundlinie A'B' gpnicinschafllich bat. 
Führt man nun. der obigen Methode zufolge, die tbciieuden Gera» 
den für die beidCfl Drefceke ABC tnd AB«' eos, lo werden die« 
setben biedvreh in die ndtb'igen Tfan^ile serlegt , ■ nm dkn etire ii 
des endi're verwandeln zu können. Die Theile-des Dreiecks ABB 
HVerden durch eine nochmaligo Anwendung derselben CoDstruciion 
in Bezug «uf die Dreiecke ABB' und A'B'C wiederum in Tbeile 
zerlegt. Wenn man nun die letztere Theilung auf die schon vor- 
handenen Tbeile des Dreiecks ABC überträgt: und wenn man üb* 
gekehrt die erste Theilnog von ABC mid ABi^ auf daa Dreieck 
A^B'C* nnsdehnt. welche Construction in der Pignr zu erbJickea 
ist, so sind ofl'enbar die entstandenen Theilungen hinlänglich, nicht 
nur um aus den Theilen von ABC der Heine nach die Dreiecke 
ABB' und A'B'C zu bilden, sondern auch um das Dreieck ABC 
unmittelbar in das Dreieck A'B'C zu verwandeln. In der Figur 
sind die congruenten Tbeile durch dieselben tiucbstabeo 
beifichnet, . 

' Cs tät nen klar^ dnae innn'such die CSeidkteit s#cier'l^nille» 
logremme durch Congruenz nacbweisea kann. Man braucht li 

dem Ende nur jedes derselben durch eine Diagonale in zwei 
Dreiecke zu theilen, und auf jedes dici^er Dreiecke die beschriebeoe 
Theilung anzuwenden. Wenn man aber in Taf.I \ . Fig. 1. die Paralle- 
logramme über AB uad A^. vo^le^det und in Jedem der hiau» 
tretenden Dreiecke dieselbe Thelidng anbringt, so wird man ge- 
wahr, dass sich die Sache viel dniacber gestalten lässt. In des 
beiden Parallelogrammen BD und B'D' haben nämlich einerseits 
die Tbeile 6, a, J und andererseits die Tbeile /J, € dieselbe 
Lage in Beziehung auf einander. Man kann sie daher beziehlich 
zusammenfassen und braucht sie, um das i^irallelogramm HD in 
ina-lParallelograUHB B'D^ an wwandela, niefct erst 1» ihve' Tl^eile 
i^ ^, { oder ß, f zu zebkegen. Ea argiebt aick dabar dia fol* 
gwde Construction (Taf. IV.'Fig. 2.). 

,,tlm das Parallelogramm BD in das Parallciogramm B'jy zu 
),verwandeln, ziehe man durch die Mitte von BD eine Gerade 
^ydergestalt, dass das auf ihr von einem Seitenpaare (z. B. AB 
„and CD) abgeschnittene iSiück, einer islcite (z. B. AB*) des Pa- 
,,rallelogramM IT'/I' ffleieh wird.. Von diu Mitten daa n oda w a 
y^eiteapaares (abo ÄD^ BC) fälle man auf diese Garade swsi 
„aadere Gerade unter dem Parallelogramm -IVinkel von B^JB» 
„Durch diese drei Gerade wird das Parallelogramm BD in so ehr 
„Stücke getheilt werden, dass sich aas ihnen das ParalleJog^rasui 
^jB'D' zusammensetzen lässt.^ 

^ .^Vermittelst dieser Coastroellaii ' kann man oÜNibar auch des 
pjthagoräischen Miiaatt daadi^ Canynwnn ■' ha w aine n , wcm»> mnn 
anf Boklidische Weise das i^uadrat der Hypotenuse mk^ der Höhe 
da« ft«ablWittkli§aii' Draioeka in-vwat Raabtaeker aerleg^ wnldia daa 
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QaadrateD der beiden Katbeten beziehlich gleich sind. In dii 
Falle lässt sich die Construction einfach so angeben: 

,,l>urcb di() Milte des Quadrats BD (Tut. IV. Fig. 3.) ziebe 
„nan eis« Paraltele m\t der H^|)oteDOse» und «n? diM Fi!^ 
^rallefe fälle man von deo Mittcb der Seiten il^nnd DIR 
. ,,zwf>i Perpendikel; so wird man aus den entstandenen 
,,'Sfiicken durch Drehung und Verschleboog das Recbtedt 
^^CF zusammensetzen können/* 
Dasaelbe gilt natürlich auch von dem Quadrate der kleineren Ka- 
thete, nnr das« man hier auch subtractive Stücke in Betracht an 
siehe« hat. 

Eine andere Verwandlung des Quadrats der Hjfotenuse in die 
beiden Qnadrate der Katheten, wobei nur eine ^.trailele Vef* 
Schiebung nötbig ist, lehren Fig. 4. und Fig. & auf Taf. IV. Sie 
sind »hoe weitere Friäuterong %'erständlicb. 

Den. Beweis für alles Vorstehende wird man Mir eiclasseo. 

• » * / • 

. . • . » , , • » ' ... "ii ** , . ■ • .. 

. *i I * • ' I* . • •. . .1 .» '.iiH 

• .*'» : ..' * • * . «■ . . "» ■ 



f 



• • •• # . .•»..« 
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Uj^ber ^ Ber^chnno^ dra Elastieiiilts^od.ulu8 
«110 dircfctM DebiMiDgfrorraclien« » 

• % Voa dem • 

Hemi Fäbriken-ComniisdloiisrMli A. F. W. Brix 

> an Berlin. ' . - .i 

' • . * «1 j . . . •■ . 

• .1 ' ' 1 «.• t ' . *• . 



Hei der Berechnung der Elasticität prismatischer Körper, die 
dnrcb gegebene Kräfte nach der Richtung ihrer Länge gespannt 
werben, gebt mb hekaaDlHeh von dem dureh die Erfahrnng be- 
ititigten uetetae an«, data aMer- Uhr igens gleiehea- €«ittiadM die 

beobachteten i^ängendehnungen, sofern aie.die sogenannte Klastici« 
tätsgren^ze nicht uberschreiten, den spannenden Kräften und den 
Längen der Prismen direct, den Querschnitten derselben aber um- 
gekehrt proporliorial sind. Bezeiclinet also k die Länge^ a den 
Querschnitt eines Prismas, und ist k die Ausdehnung, welche das- 
seihe erleidet, s»baH es eiaer Längenspanniing sjP nttterweriea 

"Wird, 80 ist X der Grösse ~ proportional, und es findet daher die 
JGleicbung SUtt: 
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worin M einen Erfalirungscoeflicicnten bezeichnet, der nur von der 

Jiliysiscben Besclianenhcit des Körpers abbänsig, für Körper einer' 
ei Art also cQustaut ist.. Man nennt ihn bekanntlich den Elasti. 
eitäti«Mo4iitiit, «od u« leiDen numerisoben Werth für irgend 
eine gegebene Substans dnrcb directe Deboungsfersacbe eniit* 
tels, dient die .Fortsei . , 

in welcher l und a bekannte, dem Versuche zum Grunde ^e* 
legte Grössen bedeuten,, während ^ die beobachtete Dehnung ist, 
die jedoch wieder veracbwinden muM, aubald die SpaonuDg i^aof- 

gebobtD wM> . ' ' 

Bei den auf Veranlassung Eines Hohen Finansmuiisterii onter 
seiner Leitung im Königlichen Gewerbe- Institut angestellten Ver 
suchen über die Festiglceit verschiedener Uaumateriaiien kamen 
unter Andern uucb sebmicdeeiserDc Rundstangco bis zu einer 
Stärke von etwa 1^ Zoll mittleren Durchmesser zur Anwendung, 
nm sie io Bezug auf ibr eUitiaebee Verbniten bei einer g^ewieiei 
Längenipnnnung zu prüfen. Da ' aber viele Ten diesen titengea 
nicbt an allen Stellen denselben Durchmesser hatten, so kabi et 
darauf an, eine Methode zu ermitteln, durch welche der EiasticitätS' 
Biodulus genauer gefunden werden konnte, als nach dem gewöbo* 
liehen Verfuhren, bei welchem die Stange als ein Cylinder voraus- 
gesetzt wird, dessen Durchmesser dem mittleren Durchmesser der 

f eprüftet^ Stange gleieb Ist. .Des . Ijpg^nügeqdß tdiefes VerfabFesi 
at' Bchod Xagerfajeini erkannt, ^efharn er bei seinen' Versueben ^ 
diejenigenfSliii^efti welche aiebt Übendfl denselben Onrcbateoer 
zeigten, als eine Aneinauderfügung mehrerer (Minder von verschie- 
denen DurcbmesHern betrachtete« i)o4 darauf die Berecbnnng ihrer 
Längendebnung basirte. 

Das zu gleichem Zwecke .von: mir^in Anwendung jgebrachte 
Terfabren, welcbes den Gegensfand dieser Mittbeifuiig bildet, be- 
•tebt im Folgenden: ' \ 

Man denke sich die Stange in n gleiche Theile getheilt, und 
in den Theilpunkten die Querschnitte bestimmt, welche sämmtlicb 
als verschieden vorausgesetzt werden. Betrachtet man demnächst 
jeden dieser Theile als einen abgekürzten Kegel, und berechnet 
nnten dinw-.VerelliMtMiny' die JHbnuugea .all4r..ei|»elaer Tbeile, 
Muaa deren Susun^ fcleicb der. beoba^bteten Pebnong der gaa* 
len Stange ^in. Auf diesem IVege gelangt mau zu einer Glci« 
chung, aus welcher, «»dann d^riKlasticiläU-AleduiNa.leiehi ^efiw» 
den werden kann. 

Uju dies Verfahren in Ausübung au bringen^, könnte es. auvör- 



•yVetei* Lajrerhjehn*» Versache zur Hestimmung' der Drchtheit, Gleichar 
^ tigkeit, Elasticität u, s. w. des j^ewallUten und gescbiuiedeten Stabeiseos. 
Aus dem Schwedisdien übersetzt von -Dr. J« W« PAiff» Nfinibeigi 
1829. iäeite 134. : . • • > 
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derst darauf an, die Dehnung eines abgekürzten Kegels zu ^erech- 
ueo, welche sich folgendermassen gestaltet: 

Der grösseren Allgemeinheit weffen seinen wir eine nbffekürzte 
Pyramide voraus, deren pnmllele BnoflKehen mit m und 0f beseicli- « 
net werden sollen. Es sei / die Länge dieses Korpers vnd X die 
Dehnung, welche durch eine, nach der Richtung seiner Schwer» * 
punktsachse wirkende Kraft P hervorgebracht worden ist. Man 
denke sich von a aus ein unbestimmtes Stück =a: auf der Achse 
abgeschnitten, und bezeichne den Querschnitt der Pyramide, im l£nd- 
(iunkte Ton a: ndt Znr Bdstimnang dieses Querschnittes bat 
Bian dann die Gldebnng ^ ^ 

ans welclier sieh denDüebst ergielil: 

Bezeichnet nun Xx die Dehnung des in Rede befindlichen Körpers' 
auf die Länge .r, daijn ist dkx die dem Increment rLx zukommende ' 
Dehnung, und dafür kann nun nach (1) die Gleichung aufgestellt 
werden: ^ 

Aus ihr ergiebt sieb, nacb Binsetaimg doi obigen A«|dr9ieke)i von ^ 

Pt^ dx 

also 



Vollführt man die hier angedeutete Integration zwischeu den he- 
seiebneten Grensen, was keine Sehwierigkeiteii bat, so findeC ttan 

^ *— at • «V/Ä- 

Die Dehnung der abgekürzten Pyramide ist demnach 
der eines Prismas gleich, dessen Querschnitt das geo«' 
metrlsebe Mittel twiseben den Bndfifteben des eaaton 

Körpern ist. 

Ist die Rede von einem abgekürzten Kegel, und man bezeich- 
net die den Endflächen a und a' zugehörigen Durchmesser bezüg- 
lich uiit ä und ^, so verwandelt sich die vorige Pormei in folgende 

4) 



Zar Anwendung der letzten Formel auf den mir bei den Ver- 
TImU IV. 16 
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suclicu vorgelegenen bcsonderu Fall seien nun i/„ </|>«.<<9^« 
die versckiedeneu, in den + 1 Tbeilpnoktsll fpeMMseB€ii Durch* 
■wer, UDd ;t,, A„ ^ seien die Deliirangen in den ein- 

seinen Abtbeilungen der Stange. Alle dieie Tbeile beben diewlbe 

Länge = — , wenn / die F^änge der Stange in ibrem natSriiebee 

Zustande bezeiclinet. In Genäsibeit der obigen Formel hat maa 
dann nach einander: 



nmn ' d^d^'* 

, W 1 

nmn ' d^d, ' 

. 1 



nmn ' dgd^^ 
e . 



nmm ' dmdm i i L 

Summirt man diese Gleicbungen, und setzt die ganze Dehnung der 
Stange, nemÜch ^, -H X, -|- + . . . ^ = ^, ao kömmt 

4P/ . 1 1_ 1 X 

^—^'^dj^'^ d^d,"^ d^d^^ -'^dt^i^' 

oder, wenn der Kürze wesren die Summe der Reibe iu der Klaai- 

\ 1 ' 

ner gleich S(-j-j-) geaeUt wird. 

Diese Gieiebnng liefert nun für den Elastieitäts^Modnlni die PonMl 

nicb welcher die Eingangs erwftbnten Versnebe bereebnet worden 

sind. 

Die dadurch gewonnenen Resultate werden später der Oeffent» 
liebkeit üherc^ebcn werden, weshalb ich mich für den Zweck dieser 
Miltboilurifr (I.irauf beschränke, hier nur einen der vielen Versuche 
anzufübreu, den ich nach der obigen Formel und nach dem ge- 
wöhnlichen Vorfahren berechnen wul, um den Unterschied iu den 
nnmoMscben Wertben von m Ar beide Methoden ersehen xn lassen. 
Dieser Versuch betrifft eine Stange englisches Rundetsen von der 
Sorte, wie es gewöhnlich zu den Ankerketten verwendet wird. Es 
wurde auf derselben eine Länge von 5 Fuss abgethcilt, und von 
Fuss zu Fuss wurden die Durchmesser ermittelt, für welche sieb 
folgende, in Linien ausgedrückte Zahlenwerthe ergaben: 



d,=12fi»', i/, SS 11,68; =11,71; 
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Das aritbmetiscbe Mittel derselben ist </=ll,S18 Linien. Die bei 
d€in Versuche beobachtete Dehnung der Stange betrug im Mittel 
VOD zwölf verschiedenen BcobuchtungeB 0,3072^ Linien auf 5 Fuss 
Länge, wenn eine Längenspannung /*=902i Pfd. angewendet 
wurde. 

Um nun hierauf die Formel (6) anwenden zu können, muss 
man / in demselben Maasse wie also beide in Linien ausdrücken, 
dann wird sich der Elasticitäts^Modulus in Pfunden fQr die Qua- 
dratlinie als Einheit des Querschnittes ergeben. 

Demnach i,8t l=zT20'" und A = 0,3072'". Nach den obigen 
Werthen der Durchmesser findet man zuerst 

Setzt man diese Zablenwertbe in Formel (5) ein und berücksich- 
tigt zugleich, dass « = 5 ist, so findet man 

« = 194933 Pfd. pro □Linie. 

Cm die Grösse m nach dem mittleren Durchmesser 11,818 Li- 
nien zu berecbneo^ dient die Formel 

_ UPI 

welche nach Substitution der entsprechenden Zablenwertbe 

m = 192772 Pfd. 
giebt, ebenfallB für die Qnadratlinie des Querschnittes. 



16- 
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Auflösung" einer algebraischen Aufgabe, 
Hinstellung einer anderen. 



Von , 
Herrn A. Göpel 

la Beiliii. 



Ans den Gleichnngen 

• -I- ^' » 4- » = 1 ; « -h b'b + = 0 

die- Gleichungen 

herzuleiten. (S. Lkter. Bericht« Nr. XU. S. 191). 

Diese bei der Terw«ndlnn(r der Coordtnaten TOikommenden 
Gleichungen pflegt man gewöhnlich aus ihrer geometrischen Beden- 
tnng abzuleiten. Hat mau nämlich zwei rechtwinklige Axea- 
Systeme OX, QY^ Ol» nod OX^ 0Y\ OZ' und sind 

6, c die Cosinus der Winkel X 0\y X O Y, X'OZ 
» , , c - - - - Y'OX, Y O Y, TOZ 
0'\6'\e" . - - - 2;0X, Z'OY, Z'OZ 

so finden die Gleichungen 1) statt; und namentlich gelten die drei 
letzten derselben, weil tid* -^UiT -^-e'c' gleich dem Cosinus des 
Winkels V.OH Ist, dieser aber als ein rechter Winkel ToraoMfc- 
setzt wurden n." s, w. Unter diesen Voranssetinngen sind aber 
aadi , 

ar, a', < die Cosiiitts der Winkel 'XOX, XÜT, XaZ 
, b, b\ - - - , - FÖX', YOT, YOX 
c, c', c" - - . ZOX\ ZOY\ ZOZ'i 
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lud da das AxeDsystem ÖX', ÖT, OV rechtwinklig vorausgesetet 
wurde, so folgen aus ähnlichen Grüoden die Gleichungen 2). Reiu 
algebraisch dürften dieselben am leichtesten folgendermassen her- 
^eteitet werden. Schreibt man die erste, fünfte uud sechste der 
GieicbuQgen .i)>o: 

io folgt ans ihnen dureb eine' einfache Blimination , wenn zur Ab- 
kürsing: , . ' 

4) . « = a{b'c[ — h'c) 4- d\U c - bc) -f- ä\hc — d e) 
gesetzt frird: 

5) « . • = b'e" - 6"e\ €.6 = cV — cV, « . c = a - a ^ . 

Auf dieselbe Art ergeben sich aus der 2ten, 4ten, 6ten; und aus 
der 3ten, 4ten, 5ten der Gleichungen 1) die folgenden: 

Multiplicirt man nun von den Gleicbungeo 5), 6), 7) beziehlich die 
ersten mit «, «, a"; Ä', Ä"; c, c\ c", und addirt^ so ergiebt 
sich nach Division mit 

Auf ähnliche Art erhält man aui denselben Gleichungen die übri- 
gen Gleichungen 2). Die Division mit € setzt voraus, dass € nicht 
Null ist ; sein Werth findet sich sehr leicht gleich ±1. D^un qua- 
drit man die GleichuDgen 5) (oder auch Oj oder 7)), und addirt, 
so erhält man: 

— iß'* + 4. e^) + c"») 

I 

also wegen 1) 

9) 

Das Zeichen von « ist seiner Natur nach unbestimmt; in der geo- 
metrischen Bedeutung hängt es bekanntlich davou ab, ob die Aien 
0X\ Oy\ OZ' iu derselben Drehrichtuog um einander liegen, 
wie die Axen ÖX, OY, OZ oder in entgegen geietater. Im ersten 
Falle iat € = -|-l, im aweiten «ä— 1. 

Ich stelle nun die Juf^abei , 
Man soll aus den Gleicnongeu: 
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-4- i?^'« -hCfc*'+ 2/»^V -h 2<^V -f- %Fifi>' -^tGm 

+ iPtifX H- -h + 1^) -h * ") -I- -^elssp 

-f. BiTd + Cir'c -4- ZK*"«? -f- + «i^) . 

ähnliche Systeme von Gleichangeo herleiten und die 
geometriscne Bedeutung derselben dnrllivn. 




Theorie der involatorischen Gebilde nebst An- 

wenduDgeo auf die Kegelschnitte. 

Von . 

Herrn Fr. 8eydewitz> 
OWfldirer an G^mmaantai su Heiligeustadt. 



Gegenwärtige Abhandlung soll das Wesen der so^enannteD 
Invplutionen im Verhältniss zu projektivischen Eigenschanen über- 
liaupt darstellen vnd die bereits Ten Steiner S. 167. seines Wer- 
kes angekündigte Wiebtigkeit dieser Lehre an der Theorie* dsr 
zugeordneten Durchmesser, denen hier die xugeordoeten Achsen- 
punkte und Achsenpun ktwi d kel mit ganz analogen Eigen* 
Schäften sich zur Seite stellen, an der Theorie der Brennpunkte 
und, wenn der Raum es gcätuttet, der gemeinschaftlichen Sekanteo- 
nnd Tangentendurehsehnitte nachweisen. Denn durch diese I^ebre 
erbält die Gebnetrie nicbt bloss einen Krsata lÜr das, was die Ans- 
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l^sis durch deu Gebraucü des Inittffioären v'ermiig, soodern sogar 
eiaen Vprth«il über ille letitere, inden. sie ihrem ratnitiveD Cbamk- 
ter get(ett> statt eim Biclit* seiendes Objekt kraft der Fofn eines 
reelleii sieh einzubilden, vielmehr von einen Objekte der Anschaa- 

ung zu einem anderen reellen Objekte von derselben Grösse, aber 
verschiedener Bedeutung übergeht und somit lUgleick an Wahrheit 
und Mannigf'ultigkeit der BegrifTe e^ewinnt. 

Des Zusanimeuhaugeä wegen und dem Hauptzwecke des Archivs 
H^enäss gebt eine karte Uebersicbt desjenigen ans der „Systena*. 
tischen Bntwickelnng der Abhängigkeit geometrischer 
Gestalten von einander'^ voraas, woranf im Folgenden Bezug 
fi^enommen werden wird, und für eine solche dürfte wohl eine blosse 
Andeutung der Beweise hinreichen, um so mehr, da sich voraus- 
setzen lässt, dass das genannte Werk sich schon fängst in der 
Hand eines jeden Mathematikers befindet. **) . ' 

Die Gerade and der ebene Strahlbiischel. 

1. Wird eine Gerade ^4 von den Stmlilen <r, r, rf... eines 
ebenen Strahibüschels ß d. h. von den sämmtlichen durch 
einen Pnnkt B (Mittelpnnkt) gehenden Geraden einer Ebene» 
in den Pnnktan a, 6, e, b.... ij^esomitten , nad' man denkt slck so- 
fort die beiden Gebilde Jd ß \u irgend einer I^age sa einander» 
in welcher nur die gegenseitige Neie^ung der Strahlen von B und 
die gegenseitigen Abstände der Punkte von so wie die Bezie- 
hung, dass immer diesem Strahl a dieser Punkt a entspricht, fest- 
gehalten wird, so beissen die Gebilde B in Ansehung der 
entsprechenden Blenienten paare a, 6, c, b... and 0^ c, «f../ 
projekti visch, und swar schief liegend» wenn die Strahlen 
von B nicht durcl^ ihre entsprechenden Punkte gehen» perspekti- 
visch liegend dagegen oder perspektivisch, wenn dies durch- 
weg der Fall ist. Die Projektivität von ^» B erlanbe ich mir hier 
der Kürze wegen durch • 

^(a, b» C) b • • •) ^ ^(^t ^9 ^9 ^* • Ol 
and dass sie insbesondere perspektivisch sind« durch 

aa 'bauiehnan* 

% Für perspektivische Gebilde B bat man in Bezug auf 
zwei beliebige Blemeuteopaare a, c, wenn B^ senkrecht auf 

Ay die metrische Relation . 

iffp . ac SS . i^c . sin . «e, 

und ebenso • . ^ 

a 



*) Der Leser wird gebeten, die Fi|{ursn der jedesmaligen Angabe gemäss 

selbst zu entwerfen. 
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alio 

M ^ Ba singg 
und ebeoBO ' 

* * * ■ 

also ' ' 

ac ob «D. gc lin.orf 

ttls Fandameotal-Gesetz der Projektivitit fiberliaupr; d. Ii. 
ea gilt TOD ja 4 entsprecbandao ElaBaateopaaraa, waea 

^(a, b/c, b...) = B(a^ 6; e, ^ 

uDil ist ersteres der Fall und zugleich die Ordoung der Elemeate 
ia Jt aad ß fiberaiaatiaiaiaad, lo gilt aacb daa latatere, wie 
durch CoaatniktioB Bäbar naebgewieeea wirf. Hieraas folgt: 

a) Oaa ganze System der entsprecbenden Elemaatea- 
paare zweier projekti vischen Geb ilde jff ist beatlmaiti 
aobald irgend drei dieser Paare gegeben sind. 

Ii) Bei zwei beliebig liegenden Gebilden H kann 
nao ganz nach Willkür drei Paar Elemente a, a\ b, b\ 
c» e anawäblen und aoidann featietaan, die Gabtlde aal- 
lau projektiviflch und draaa BlaaiaDtenpaara aollen aat- 
apraebanda Blementenpaara aaln. 

Besondere Fälle. 

3. Hier ist hervorzuheben: 
Wenn der Werth einea der Doppelverhältntase 

oc ob eia.aw lin.arf . 

ist, was immer zugleich stattfindet, so heiisen die 4 Punkte a, 
b, C, b oder die 4 Strahlen 0, r, d harmonisch, und zwar a 
und b, C und b oder a und ^, c und ä zugeordnete harmoni- 
ache Punkte oder Strahlen. 

Wird in diesem Falle die Stracke «ab in C gehftlftet, so liegt 
b auf A unendlich entfernt, und wird der Winkel at durch c 
gehälftet, so ist c rechtwinklig zu d. Geschieht dasselbe 
aber in einem andern Punkte m« und durch einen andern Strahl 4, 
SO ist 

tnc.mb = ma*=:lllb'; thg.iie.tng.iil=tng*.ilwsstng*«^. 



Bei irgend vier harmoui- 
schenPunkten ist dasRecht- 
eck unter den Abständen 
zweier zuj^eordneler Punkte 
von dem in der Mitte zwi- 
achen den beiden anderen 



Bei irgend vier harmoni- 
schen Strahlen ist das P ro- 
ll uktderTangenten der Win- 
kel, welche zwei zugeord- 
nete Strahlen mit dem in 
der Mitte awiacheii den bei- 
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den «ifderen liegendei el«- 
schlleaten, gleich der iwel- 

ten Potenz derTaogentedei 
halbeDWinkels^welcliendie 
letzteren eioscbliesseo. 



liegenden Punkte gl eiekdefli 
Qnrdrate des halben Abetan* 
de« dejr letiteren TÖn ein- 
ander* 



Zwei und nebrere Gerade oder Strahlbitebel. 
4. Itt sn gleicher Zeit 

und 

-<l,(tt,, b,, c,, b, ...)=^(0> <J^«..)> 
oder ist au gleicher Zeit 

B{ß^ c, c^. . .) =: ^(a, b» b • . .) . 

ond 

^i(«i»^>» «'i = b, C, b...)i 

so heissen die Geraden A^A^ selber io AnsehuDg der eutspre- 
chenden Punkte D[)aar/B a« by Cj 5a««*9 Ai« bi« Cd bi««»» oder 
die Strahlbttaehel jff, i^i selber in Aoaehnag der entspreciien- 
den Strah lenpaare 6, nf...; 49,9 ^1, «1, d{.,\ projekti« 
vi seil, und idi schreibe 

* ^(0, b, c, b. ..) = ^i{a,, b,, c,, b, ...); 

Ltieffen insbesondere A nod A^ mit oder ^ ond • «it ^ per- 

apeKtiviscb, so heisseu o^er B,ß^ perspektivisch u.s.vr.» 

'WO nicht, schiefliegend. Der Punkt beisst der Projektions- 
pvnkt.der perspektivischen Geraden A, A^, und die Geraden aüi, 
Obu CC, . in jedem Falle die Projektionsstrahlen von Aj, 
Eludlich wird ^ der perspektivische Ourchscboitt der per- 
spektivischen Sirabfbfischel B^ B, genannt 

Auf jeder von swei perspektivischen und folglich auch von zwei 
projektiviscben Geraden A^ A^ uherbaupt gieht es einen Punkt r, 
q^, dessen eutsfjrechender auf der anderen Gcri^den A^^ A ihr un- 
e u «Iii eil - eti tf ernter Punkt r,, q ist. Diese beiden Punkte r, 
beisseiy die Durchschnitte der Parallelstrahlen. Eben so 
g^iebt es unter den eDtsprecheodeo Strahleupaaren zweier perspek- 
tiTischen - uad folglijc;b ,:;^ch nn^eier projektivischen StrahlbUschel 
B^ tfberlia^pt zwei^Pl^i«, t\ s,, von der Eigenscliäft, dass 
sowohl # zii / als auch #1 zu #1 rechtwinklig ist. Denn ein durch 
die Mittelpunkte gelegter Kreis., dessen Centrum auf dem 

perspektivischen Durchschnitte A liegt, schneidet letzteren in zwei 
^ J^unkten 6, t, denen solche Strableopaare t\ f, eotsprecheu 
' inüssen. Sie beissen dieScbe^ikel der entsprechenden rech- 
te d Winkel. ; 



♦ V 
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5) Bei zwei projekti vischen Gebilden so wie 

fiDcJen folgeude metrisebe Relatiooeo statt: 

ac ^ ab öiC, . flib, ^ sin , ac ^ sin ,ad sin . g|C, ^ sin 

bc ' bb b,Ci * bibj ' sin , ' sin . M sin . A|C, * sin . ' 

und demnacb äbnlicbe Lehrsätze als die unter 2) ausg^esprocheoen. 
Hieraus ergiebt sich als Nerv der ganzen Metbode der 
Satz : 

Ist bei irgend einer Anzahl n Gebilden — Gerade und 
ebene Strahlltüscbel — in irgend einer bestimmten OrdnuDg 
genommen der Reihe nach ein jedes Gebilde mit dem 
darauf folgenden projekti visch , so ist jedes mit jedem, 
also namentlich auch das erste mit dem letzten projek- 
tiviscb. 



Besondere Fälle. 



6. a) Vertauscht man in 5) die Punktenpaare c, b; Ci, b, mit 
den besonderen r; qi, ri,und die Strablenpaare c, </; C|, </, mit 

den besonderen /; «, (4), so sind die Verhältnisse ^ und 

= 1, und sin . flr^=: cos . <ar# u. s. w., folglich ar . Oiq , = bc . b^q, ; 
tog. as . tng atti =tng , ^js . tng . 



Bei zwei projektivi sehen 
<jo rüden ist das Rechteck 
unter den Ahsländen irgend 
zweierentspre ob ender Punk- 
te von den Durchschnitten 
derParallcIstrahien vonun- 
veränderlichem Inhalt. 



Bei zwei projektivischeu 
Strahlbüscheln ist dasPro- 
duktderl^angenten der Win- 
kel, welche Irgend zwei eot- 
sp rech ende Strahlen mitden 
ungleichnamigenSc henkeln 
der entsprechenden rechten 
Winkel einsch Ii essen, von 
unveränderlichem Werth e. 



6) Vier harmonischen Punkten von A entsprechen vier harmo- 
nische Punkte von und vier harmonischen Strahlen von ß ent- 
sprechen vier harmonische Strahlen von (5). 

7. c) Haben je zwei entsprechende Abschnitte der Geraden 
Af Ai gleiches Verhältniss, d. h. ist 



ttb 



ac bc 

=: = r — u. 8. w., 

a,c, b,c, 



so heissen A, v^, projektivisch -ähnlich, und sind je zwei 
entsprechende Abschnitte einander gleich: ab = a,b,, bC=b(Cj, 
u. s. w., so heissen sie projektivisch - gl eich. In beiden Fällen 
sind die unendlich -entternten Punkte beider Geraden ent- 
sprechende Punkte. Kben so heissen zwei Strahlbüschel 
projektivisch-gleich, wenn je zwei entsprechende Winkel ein- 
ander gleich sind, und dann giebt es unzählige Paare entspre- 
chender rechter Winkel. 
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GegeDseitige L»ge d«r Gebilde. 

0) BeilingUDgeD der projekti visclien Lage. 

8. Da 4iet zwei projektivischeii Geraden , oder Strablbusckein, 
wenn sie perspektiviscii hegen, zwei entsprechende Punkte im Üurcb- 
schuiUe der ersteren, oder zwei entsprecbeode Strahlen mit ^nm 
gea^iMelMifUiebeo Strahle der Jetsleren sneenieeofalleii, irad de dee 
ganze System ibrer entsprechenden PoBkjtea* oder Strahleopaare be<» 
eÜMil iet» aobeld irg^eod drei Peere gegeben lind (5), eo folgt: 



Zwei pro^jekti visch e Ge- 
rade befinden sich allemal 
und ii«r daoD in perspekti- 
vise^er Lege, wenn entwe- 
der irgend zwei entepreeb en- 
de Punkte in ihrem Dorcb- 
scbnitte vereinigt sind, oder 
wenn irgend drei Projek* 
ti o usstrab leu ineiiiemPuok- 
te sneennentreffen. 



ZweiprojektivischeStrabl- 
büschel befinden sieb alle- 
mal und our daan in per* 
spektWIaeber Lage, wenn 
entweder irgend zwei €at* 
sprechende Strahlen aufein- 
ander fallen, oder wenn ir- 
gend drei entsprechende 
Strahlenpaaresicbauf einer 
Geraden eehneiden. 



6) Auf einander gelegte Gerade, concentrische 

Strablbüsehel. 

9) Werden zwei projektiviscbe Gerade A^ beliebig auf ein- 
ander, oder awei projektiviscbe Strablbüsehel beliebig cooceatrieeb 
gelegt, so ist wesentlieb en nnterscbeiden, ob die Bleaente bei- 
der Gebilde naeb deraelben oder nach eotgegeagesetzter 
Richtung geordnet, d, b. o|) sie gleich liegend oder ungleich- 
liegend sind. Es fragt sieb, ob bei solchen Gebilden, und wie 
viele euUproxbende Glemeritenpaare zusammenfallen könnend 

Sind A^ A^ gleich liegend, so können sich höchstens nur 
swiieken den beiden Darcbsehaitten der Paralleletrahlen r, qi ent- 
sprechende Punkte vereinigen, nad ale swisebea r«q)« wenn üi^Jli 
ongleiebliegend sind. Denn liegt ein solcher Piiokt (eei), ip dem 
sich entsprechende e, e, vereinigen, nicht zwischen r, q,, so ist die 
Hicbtung der Puoktenreibe e, r, q der Richtung der entsprechenden 
Punktenreihe e,, r,, q, entgegengesetzt, einerlei dagegen mit di^ 
aer, wenn (ecj zwischen r, q, liegt. 

Da aeeh d>.das Reebteek ar.a.q, cooatant ist «.R. =s g*, so 
ist auch für dea Punkt (ee.^ er.e,qi=^*. Tbeilt man also die 
Strecke rqi , wenn ^, Ji^ p^IciebUegeod, dergestalt in eine« Punkte or, 
dass .rr.^*q, =^', so ist a: nothwendig elo solcher Punkt (ee,); 
und bc«tiumt man, wenn A^ A^ ungleicbliegend, auf der Verlang, 
rung von t(^^ einen Punkt a: so, dass ^t.^q,=:^', so ist auch 
jetzt DOtawendig ein Punkt (ee,). Denn entspräche dem auf A 
TorgcBtelUea Punkte ein Ponkt ^r, aaf der oicbt mit sn- 
saasieBfiele, so wäre doch ^|S=jp,<|,, nod es würden die Pank» 
- tenreihen .r, r, q und oti, r,, q', im ersten Falle nach entgegen- 
gesetzter, im zweiten nach einerlei Seite hin gerichtet sein. 

Jenachdem der Abschnitt rq, grösser, gleich oder kleiner als 
2g, sind zwischen c und q^ zwei, einer oder kein Punkt or mög- 
lich* Dagegen gibt es auf den Verläogeraogea von t%i belder- 
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seits «'iDen Punkt In jedem Falle liegen die beiden Punkte x 
zu den Punkten <|i symmetrisch. 

Haben «ndlidi nwei projektivisch« Strablbüicbel einerlei 
Mittelpunkt »nd werden durch eine beliebige Gerade geschnitten, 
80 sind in dieser zwei prnjektivische CSerade auf einander 

geleg^t, indem A mit B^ A^ mit B^ perspektivisch ist. Jenach- 
dem nun ZT, B^ gleichliegend oder ungleichliegend sind, sind es 
auch die Geraden A^ A^^ und jedem Punkte (eCi) der letzteren muss 
ein Strahl {^ee^) der ersteren entsprechen. 



a) Werden zwei projekti- 
vitebe Gerade beliebig auf- 
einander gelegt, so verei- 
nigen sich, wenn sie gleich- 
liegend sind , entweder zwei) 
oder nur ein, oder kein 
Paar enjtapreebeiide. Punk- 
te; dagegen allemal swei 
solche Paare, wenn feie on- 
gleicbliegend aind. 



ä) Werden zwei projekti* 
vische Strablbüschel belie- 
big concentrisch geleert, so 
fallen, wenn sie ^leichlie- 
gend sind, entweder zwei, 
oder unrein., oder kein Paar 
entspreebende Strahlen anf 
einander; dagegen alleaal 
zwei 8olchePaare,wenn ate 
ungleicbliegend aind. 



Insbesondere: , 
. ^) Werden swei projektivlaeb-äbnllebe Gerade be- 
liebig auf einander gelegt — gleich- oder nngleicbliegend — 
80 vereinigen sich allemal zwei Paar entsprechende 
Punkte, wovon eines namentlich die iinendlieh-entfern- 
.ten Punkte sind. 



c) Werden zwei projekti- 
viseb-gleiebe Gerade gleicb- 
liegend auf einander gelegt, 
so treffen sieb entweder n u r 

ein Paar entsprechende, 
u am lieh die unendlich - ent- 
fernten, oder je zwei ent- 
sprechende Punkte.' 

Werden zwei projekti v isch- 
gleich eCvcrade ungleich lie- 
gend auf einander gelegt, 
so treffen sieb allemal zwei 
P ar entsprechende Paukte, 
deren eines nneodlicb-ent- 
fernt^das a^ndere in derMitte 
xwischen je zwei entspre- 
chenden Punkten liegt. ' 



c) Werden zwei projekti* 
visch-ffleicbeStrablbaeebel 
gleicbliegend concentriscb 
ti:elegt» so fallen entweder 

gar keine, oder es fallen je 
zwei entsprechende Strah* 
len auf einander. 



Werden zwei projekti viseb* 
gleiche Strablbüschel un- 
Q^leich liegend concentriscb 
c;olegt, so fallen allemal 
zwei Paar entsprechende 
Strahlen §nf einander, uljn- 
lieb die •Schenkel zweier 
entsprechender rechten Wlu- 
k.l. 



Von dem ganzen weiteren Inhalte des Werkes hebe ich zu mei- 
_ Zwecke nur noch das Folgende hervor: 
10. Liegen die Strablen or, ^, c, if...; r/, .;. swefer 

projektivischer ebener Strablbiiscbel i?, in den Ebenen a, 
^, J...; «1, ßii <f , . . . zweier Kbenenbnschel 2(> "H,, d. h. in 
solchen Ebenen, welche sich alle in einer Geraden 2i, 21, schnei- 
den, und man legt durch jeden dieser beiden £benenbüschel eine 
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beliebige Bbeoe, so erzeugen diese io jenen zwei neue ebene Strahl- 
biiftcliel B', iff'i« weleWe io AoMiiuug der Strahlen «f...; 
^1» '^i> ^\ Dämlich denselben fibeneo a, 

*is f\% Yxt * • • als die bezüglichen Strahlen von Byb^ angebö- 
reo, projektivisch sind. Denn B* sind beide mit einer Geraden 
der DurchoittsIiDie ihrer Ebcneu, uud eben so B^^ B^ ntt einer 
Geraden perspektiviacb, also der Reihe nach 

=si?,(«,, r,,#/,...)=-^^,(a,,b,,C|,b,...) = Ä'i(»'i,^'i,c',, </',...). 

11. Nachdem die Kegelschnitte durch Projektion des Kreisea 
erzeugt und als unterscheidendes Merkmal ihrer Arten gefunden, 
dass die Ellipse keinen, die Parabel nur einen und die 
Hyperbel zwei unendlich-entfernte Punkte, und dass 
aar dta Parabel eiae naeadlieb-eatferate Tangente bat, 
wird eofort arittele der Sätze » daae der Cen tri winke! eiaaa 
Kreiiet, deasen Schenkel nach den DorebacbBitteB' 
zweier festen mit einer beweglichen Tangente geben,' 
CO n 8 tan t ist, und dass somit seine Schenkel zwei projektivisch- 
gleiche conceotrische Strahlbüschel erzeugen, so wie dass Peri- 
pheriewinkel auf gleichen Bogen gleiche Grösse haben, 
der folgeade Sati snnäcliit yo» Kreise, nad saaaeli aiittele 10) vaa 
Keg'elsehaittea iberhaapt erwiesea: 

Jede zwei Punkte eines 
Kegelscbaittes aiod die Mit- 
telpunkte zweier projekti* 

visclien ebenen Strahlbn- 



Jede zwei Tangenten ei- 
aaa Kegelsebnittes siad ia 
Aaaebang der Punktenpaa» 

re, ia ifreleben sie von den 
übrigeoTangenten geschnit- 
ten werden, p r oj e k t i vis ch , 
und zwar entsprechen den 
in ihrem Dnrchscbnitte ver- 
eiDigtea Puakten ibre wech- 
selseitigen BerQbrangs- 
puakte; 



sc hei, deren entsprechende 
Strub len sich in den übrigen 
Punkten desselben schnei- 
den, nad xwar eatsprecben 
den vereiaigtea Strahlen 
die Tangenten in den ge- 
genseitigen Mittelpunkten; 



and ungekehrt. 



larölatariscbe Gebilde. 
Zwei involntariscba Gerade oder ebeae StrahlbUscbej. 

♦ 1. 

Werden zwei projektivische Gerade A^ A^ dergestalt auf ein- 
aoder gelegt, dass ihre beiden Durchscbaitte r, qi der Paral- 
leistrablea sich ia eiaem Paakte m rerei eigen, oder werdea 
swei projektivische ebene StrahlbUschel By B^ dergestalt concea* 
frisch gelegt, dass die ungleichnamigen Schenkel s, t^ii^Sg 
ihrer entsprechenden rechten Winkel in einen Strahl m, h 
zusammenfallen, so erhalten dieselben ganz eigenthümlicbe Ei- 
g^enscbaften , welche überall da hervortreten, wo es sich um ganz 
aingulire Paakte und Linien der Figuren handelt} und durch wäche 



254 



selbst BrscIieiDungeD , deren BetracLtun^ sonst der Geometrie der 
Grösse gauz besouders anzugehören schien, als notbwendige Mo* 
mente des Systemes ,,der Abhängigkeit geometrischer Ge- 
stalten" aufgezeigt werden. 

I. Sind a, a, irgend zwei entsprechende Punkte der so auf 
einander gelegten Geraden and denkt man sich einen Augen- 

blick z. B. die Gerade ads ihrer Lage gebracht und in der ihrer 
vorigen entgegengesetzten Richtung wieder auf A gelegt, jedoch 
so, dass nun der Punkt a, sich mit a vereinigt^ indem sieb nämlich 
die um den Mittelpunkt des Abschnittes aa, dreht, so treten 
jetzt im Allgemeinen die Punkte <|, wieder aus einander, und be- 
zeichnet man denjenigen Punkt von welcher vorher vom Punkte 
a, gedeckt wurde mit cc, und denjenigen Punkt von welcher 
den Punkt a deckte, mit a,, so werden sich, so wie a und a,, zu- 
gleich auch die Punkte a und a, vereinigen, und überdies die hei- 
dt-n Punkte (aOi) und (aa|) zu den Punkten r, symmetrisch zu 
liegen kommen. Da aber eine solche Lage allemal den beideu Paa* 
ren vereinigter Punkte (ee,), (ff,) zukommt (9), und da (aa,) ein 
solcher Punkt (eCi) ist, in welchem sich zwei entsprechende ver- 
einigen, so sind notbwendig auch die beiden anderen vereinigten a, a^ 
entsprechende Punkte. Da nun das Entsprechen der Punkte von der 
gegenseitigen Lage der Geraden ^| nicht abhängt, und da a, Oi 
beliebig gewählt wurden, so folgt, dass, wenn in zwei auf einander 
gelegten projektiviscben Geraden ^, die Durchschnitte r, q, der 
Parallelstrahlen sieb in einem Punkte ttt vereinigen, je zwei ent- 
sprechende Punkte.sich in doppeltem Sinne entsprechen, 
jenacbdem sie wie a, a, uls den Geraden , oder wie a,, a 

als den Geraden A zugehörig vorgestellt werden, d.h. die Ge> 
raden Ay sind in Ansehung der entsprechenden Punkteopaare 
a, b, c, b . . . a,, bi, Cd b, . . . und aj, b,, Cj, b| * . . o, b, c, b . . • 
projektivisch, oder ^(a,b,C,b ... Oi, bi, Ci. bj ... = ^i(ai, b|, C|, b, ... • 
a, b, C, b ...), indem jeder Punkt zu beiden Geraden gerechnet wird. 

Und umgekehrt: entsprechen sich bei zwei auf einander geleg- 
ten projektiviscben Geraden Ai ein einziges Paar Punkte O) (x^ 
in doppeltem Sinne, so gilt dies auch von jedem Durchschnitte der 
Parallelstrablen und dem ihm entsprechenden unendlich -entfernten 
Punkte, oder diese beiden Durchschnitte r, q, vereinigen sich in 
einem Punkte m, und dann entsprechen sich alle entsprechenden 
Punktenpaare in doppeltem Sinne. Denn durch Umkehrung der einen 
Geraden erhält man zwei Punkte (atti) und in deren jedem 

sich zwei entsprechende a, a, und et, a, vereinigen, folglich liegen 
beide zu r, qi symmetrisch, und diese letzteren müssen also, wenn 
die Geraden in ihre erste Lage zurückgebracht werden, in einen 
Punkt m zuBummenfallen. 

Ein wesentlicher Unterschied tritt ein, jenacbdem die Geraden 

gleichliegend oder ungleichliegend sind. Im ersten Falle 
Dämlich werden dieselben durch die Umkehrung der einen ungleich- 
liegend, also müssen jetzt die Punkte (aai) und (ace,) ausserhalb der 
Strecke rq,, ursprünglich also die wieder getrennten Punkte a, tti 
zu beiden Seiten von tti liegen, so dass jeder Punkt rechts von m 
einem Punkte links von m entspricht. Im zweiten Falle dagegen 
stellt sich alles umgekehrt, und es kann kein Punkt der einen Seite 
von tn einem Punkte der anderen entsprechen. Hieraus ersieht man, 
dass die Geraden A^ Ai, wenn sie gl eich liege od sind, weder 
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swei Boch eineo Punkt, ip welchem sieb eot^precbeode vercioigeD, 
eotbaUeo kSnoeBs deiiD aueli -der Psufct tll ist kein lolcher, weil 
io ilkii ftwei oiebt enUprecbende Poolcte r, <|i sich vereinigoo sollen. 
Dagefcen giebl et» de« «IlgemeiBeD Gesetze (9) sufolge, bei un- 
gleicbliefi^eDiieD Geraden allemal zwei solche Punkte, 

die in der Folt^e mit 9, ^ bezeichnet werden sollen« ond zwar liegt 
tn io der Mitte zwischen beiden. 

Da das Rechteck ar.aiq« unter den AbitäodeD irgend sweier 
eDtsprecbender Punkte tts <r» von den Dorebsebnitten der Pamllel« 
itrableo von unveränderliebeni Inbnlt iit (6), ao ist in nntere« be- 
sendemn Falle 

am . ttim SS 8m . biin =s cm . Citn = gm' = ^m' ; 

folglich sind bei ungleichliegenden Geraden A^ A^ je zwei entspre- 
rliende Punkte a, a,; b, 6,; C, C| . . . mit den Punkten g, ^ barmo- 
niscb (3). Und hieraus ersieht man auch, dass alle Punkte, welche 
der unendlichen Strecke Jenseits 9 (()) angehören, solchen entspre- 
cbeo« die auf der begrentten Strecke gm (^m) liegee« 

i^ndlicb leuchtet es ein, daaa das ganxe System entsprechender 
Pnnktenpaare der in Rede stehenden Geraden A^ A^ bestimmt sei, 
wenn zwei beliebige dieser Paare gegeben sind. Denn' nimmt man 
auf zwei auf einander liegenden Geraden A, A ^ zwei Punktenpaarc 
a, tti ; 6, b, beliebig an, so kann man als drittes diejenigen Punkte 
tt, aj hinzufügen, welche z. U. mit den Punkten Oi, a der jedeüma- 
ligeo anderen A sosanmenliegen , und sofort festsetzen* (9), 
beide Geraden sollen projektivisch und diese drei Punktenpaare ent- 
sprechende sein. Dies wire denn allemal und nur auf einzige Weise 
möglich, und zwar müssen, wie gezeigt, die Durchschnitte der Pa- 
rallelstrahlen zusammenfalten. Dasseihe ergibt sich iihrigens auch 
aus der in (2) entwickelten metrischen Relation, wenn man in die- 
ser a, statt b und a statt t>| setzt. Sie und die gleichzeitig statt* 
babenden Relationen verwandeln sieb hierdurch näailicb in folgende: 

j . - ob| ^ flb . abi fl,b . flibi ^ 

• R ' bat. *^ bai* ac . ac, ajCaiCi ' 

2 ob (hb| eC| ba . ba I b,tt . hydi 

' cb • c.b, "~ ca, ^ Vbclc;" b,c.M, ' 

3^ ba . btOi bc, ^ ca .cttt Cia .Cia, 

CB * C|a, cb| • ' cb.cbi c,b.Ctb|* 

Vertauscht man hier, was offenbar erlaubt ist, von Neuem zwei 
eDtspreeheDde Punkte mit einander, so behalten die drei lotsten Re- 
lationen' ihre F«rai,aH8 der Isten, Sten nnd 3ten dagegen entstaben 
durch Vertauscbnng ?on c» C|; b» b,*, a, aj die^ neuen, aber unter 
eich identischen: 

- 7 . £»i £Ll. ^ . £j1 . ^ 5£i 

* bCi * b,c ba, ' cb^ ' db ca, ' ca, * c,a cb,* * 



üebrigens erhält man diese noch, wenn 1) und 2) dnreb 
dividirt, und das Resultat mit 3) verbunden wird. 

Für den Fall eines Punktes g (oder ^) ergeben sich die he« 
moderen : s 
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I 

• • • • 

Limns l^r ^, fti: 

Vidleiebt war es der ümitand, dwit naa 'die Aufioraog ebes 

Productes vod VerliäUnissen in ein Aggregat eine Evolution zn nen- 
iien pflegt, welcher Deaargues, den f^ehrer des Pascal, veranlasste, 
die 4te, 5te und 6te der obij^eu 7 Relationen mit dem Worte ,,Id- 
voluiioa" zu bezeicliueu. Und dieses Wort komott hier um so ge- 
legener, da es, als fraosöaiscbee betracblet, die seheiabare Verwir* 
roag bezeicbaea würde, welche dadurch entsteht, dass die Pnakte 
e, b, c, b . . . ursprünglich zu biuterdrein aber auch za ge- 
rechnet werdeul Es sollen also zwei auf einander gelegte projekti- 
vische Gerade, deren Durchschaitte der Parallelstrahlen sich in einem 
Punkte vereinigen, zwei involutorischeGerade, und das ganze 
System ihrer eotsprecheoden Puukteupaure eioe lovolution tod 
Pnakten beiuen. Peraer solleti je zwei entoprecbeade Paakte 
derselben zugeordnete Punkte, der Punkt m der Mittelpunkt 
der Invola^tioB and die Punkte g, f) die Hauptpankte der 
lovolution genannt werden. Drei beliebige Paare zugeordneter 
Punkte bilden eine Involution von sechs, zwei solche Paare 
mit einem Hauptpunkte eine Involution von fünf, und jedes 
Paar mit den beiden Hauptpunkten eine Involution von vier 
Pnakten oder vier barmoaiecbe Pnakte. 

II. Sind andererseits B ^ irgend zwei concentrische pro- 
jektivische ebene Strahlbüschel, deren ungleicbnaqiige Schenkel 
9ytx \ ^) *i der entsprechenden rechten Winkel in einen Strahl m, n 
zusammeiiialleii , su lassen sich von ihnen ähnliche Eigenschaften, 
wie von dea Geradea «i, A^^ uad zwar eetwcder auf dieselbe Art, 
oder Acb kürzer so, wie folgt, nacbweisea. Biae beliebige Gerade 
A werde von den Strahlen a, c, d, des etaea Strahl- 

büscheis B in den Punkten a, b, c, 6, £>, t . . . , und eine mit A 
vereinigte Gerade werde von den entsprechenden Strahlen a,, 
^1, </, , ^1 . . . des anderen Strahlbüschels jff, in den Punk- 
ten a,, b|, C,, b,, d), t, . . . geschnitten, so ist der Reibe nach 

A{at b, c, b, 0, t»»*)sBia9 6, #.••) 
«^iCä'ij^ij ^11 'ii ^1 . . Os-^iCfti» b,, c,, b,» ^tt 
also aocb 

ui(a, b, c, 6, 6, t . ..)==^i(<»i» b|, c,, t)i, öi, t, ...)• 

Nun fallen die Strablea # and /|, t und «i, also auch die Punkte 
6 und ti, t und 6i, zniammen, d.h. die Punkte i, ^, (t, tj ent- 
sprechen sich in doppeltem Sinne; demnach sind die Geraden A^ A^ 
involutorisch, und da nun je zwei entsprechende Punkte derselben 
sich in doppeltem Sinne entsprechen müssen, so gilt das näniiicbe^ 
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«neb Foo je zwei eptiprechcDdeD StraUtti too .mit d^flen, 

jene jierspektifiseb liegen, oder ' 

B{a^ hi 9^ t . , , a^y b c dy^ 9 » . ,^ * ' 

= '^i(«»» ^1» *«f ^i«*' «> ^> ^1 ^...)- 

Usd da^bierbei die Eigeotbilailicbkeii^der ShreIeD #, 
niclit io Betracbt kommt, und es in iwei projektivischen Strahl- ' 
biischelo nur ein einziges Paar entsprechender rechter Winkel, giebt, ' 
SU folgt »uch umgekehrt, dnss wenn in zwei concentrischen pro- 
jektlviscl>en Strahlbüscheln B, irgend zwei Strahlen sich in 
do|)peltem Sinne entsprechen) das nämliche von allen entsprechen* 
den Strablenpaaren gilt, nod dass, wenn nun # töo C|, von a 
t von T,, ^, voD f gedeckt wird> $^ mit (T, , und t mit <r einerlei 
sein muss, weil sonst den beiden rechten Winkeln st und 4Si voD ß 
ebenfalls rechte Winkel und (T,?, entsprechen würden. 

^ Denkt mau sich insbesondere die Geraden A, .4\ rechtwinklig' 
zu dem Strahle m oder so schneidet er sie in einem Punkte m, 
dem der unendlich -entfernte Punkt in dopueltero Sinne entspricht. 
Hierana io Verbindnog nit I. ergibt sieb, dass hej glelebliegenden 
Strahlbttacbelo je .swei entsprecneade Strahlen auf verschiedeneji 
Seiten v6n m oder f| liegen müssen, bei ungleicbliegenden dagegen 
beide zwischen m und n\ ferner, so wie bereits aus dem Vorigen, 
dass nur hd Strahlbüscheln der letzten Art solche Strahlen ar^ h 
stattfinden, in denen sich entsprechende vereinigen, dass dieselben 
mit je zwei entsprechenden Strahlen harmonisch sind^ und die voa 
g nnd.^ gebildeten Winkel dnrcb m nnd it gebälfitet werden. 

Ana (p) ergibt aicb, «faaa 

tug am . tng a^m = tng bm . tng ^^s» tag an . tng a^n = tng' hm ' 
. . . = tng»g»in=5tng*A» 

U. 8. W. > - • * 

Endlich lässt es sich wie oben zeigen , dass das ganze System 
entsprechender Strahlenpnnre der in Rede stehenden Strahlfapschel 
durch zwei beliebige dieser Paare bestimmt sei, und dass zwischen 
je drei derselben, zwischen je zweien und einem Strahle g oder ^, 
endlfeb' zwischen jedem. Paare nnd den beiden Strahlen gy h fol- 
gende Itelationen atattbaben: 

I sin . ^ sin.«,c, sin ,aby^ _ 

* sin • ^ ' sin . ^i^i ^sin.Aa^' 

^ sin . ah ^ sin .aj>x • sin . gg, . . . 
sin . * sin . CjA^ ~" sin .jC«! ' 

3 sin«^ . « ^1*1 sin . 

» ■ '■' sin »ca ' sin«tf|ili sin . cA, ' 

^ sin ^ » sin aii sin •aiA,sin,ai6i ' 

* * sin.tfc.sln .awg sia.ai^.sin 



5. 



sin . j&a*sin .i^, sin. b.a, sin, b.a. 
•in • • ein •'Act am.» A^c • sin . Age^ 



6* 



sin » CO . sin . coi sin »g|g.sin »gitfi . 
iin.c^.8in«€)6, ~ sin'.riA .sin .Ci^i^ 

msa'nr. 17 



0j sin . aci , ain .g,c tih 

1 sin . /lg- ^ sin . a^g sin. aA^ 

* sin* • 4$ ig ^ sin . sin . ' 

sin sin. A»| " 
•i».^t«.siii.^itfi' 



4. 



sin' 



»in» . bj[ ' 

■ 

1. Mn.«rjip:8in.4r^ss;Biii,«i4Eiiii««|A. 

Zwei coucentrische projektiviscbe ebene StrablbUschel ß^, 
deren iitt^leieluiaBi||[e Scheakel der eetsprecheodeD rechten Wiekel 

.eich vereinigen, heissen swei involutorische Strahlbüscbel, 
nnd dns gnnsc System ibrer entsprecbenden Strablenpaare eine In* 
Volution von Strahirn. je zwei entsprechende Stralilen zu^e- 
ordnotn Strahlen, die beiden mit u bezeiclmotcn die Achsen 
der Involution, und die Strahlen ^ die Hauptstrahlen der 
Involution. Drei beliebige Paare zugeordneter Strahlen bilden 
eine Involntion von tecbe, iwei lolcbe Paare' mit einen Hnnel- 
Btrahle eine |nvoIntioD von finf, nnd Jedes Paar mit beiden 
Hanptstrablen dne Involution von vier Strahlen oder vier 
Karmonische Strahlen. 

Mit Hülfe dieser Benennungen drücken wir nun die beiderseiti- 

, gen Resultate dergestalt aus: 



a) Bei swei involntori- 
■chen Geraden entspreeheo 

'sich je zwei zugeordnete 
Punkte in doppeltem Sinne, 
d. h. die Geraden sind in 
Ansehung der zugeordne- 
ten Punktenpaare projekti- 
visch, -wie man auch die 
Punkte eines jeden Paares 
unter beide Gerade vertbei- 
len mag. 



6) Bntspreoben sich bei 
nweiauf einander gelegten 

projek t i vischen Geraden 
ein einziges Paar in dop- 
peltem Sinne, so sind die 
Geraden iuvolutoriscb. 



e) Bei zwei |pleiehliegen. 

den involutorischen Gera- 
den liegen je zwei zugeor^- 



in) Bei zwei involutori- 
schen 8trablb08ebeln nnt* 

sprechen sich je zwei zuge« 
ordnete Strahlen in doppeN 
tem Sinne, d.h. die Strahl- 
büscbel sind in Aosehuog 
der sngeor^neten Strahlan- 
paara projektiviscL, wie 
man auch dieStrablen eines 
jeden Paares unter beide 
Strab Ibiiichel vertbeileo 
mag. 

Bntaprechen nieh bei 

zwei concentrischen projek- 

tivischen Strahlbüscheln 
ein einziges Paar Strahlea 
in doppeltem Sinne, so sind 
die Strahlbüscbel iovuiuto« 
riach« 

• 

«) Bei zwei gleicliliegen* 

den i nvolutorischen Strahl* 
bü^acheln Hegen je xwei sn« 
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nete Punkte rechts uud 
lioks vom Mittelpunkte der 
Involution, und eivrecliBein 
die Punkte jedes Pfteret mit 
denen der anderen Paare 
lab$ bei xwei nngleieli liegen- 
den dageg^en liegen je zwei 
zugeordnete Punkte auf ei- 
nerlei Seite vom Mittel- 
punkte, und sc^lieagen je- 
des andere Paar entweder 
ein oder aus. 

ä) Gleichüegende involu- 
torisclie Gerade liaben kei- 
nen üauptpunkt{ uogleicli- 
liegende aber beben allemal 
■wei ll«nptaunkte,nnd iwar 
liegt der Hittelpunkt der 
Involution in der Mitte nwi- 
neben beiden. 



e) Eine Involution von 
Punkten ist durch zwei Paar 
zugeordnete Punkte, und 
daher auch durch ein sol- 
ches Paar und einen Haupt- 
punkteder den Mittelounkt^ 
•der dnreb beide Haupt- 
punkte, oder durch einen 
Hauptpunkt und den Mittel- 
punkt bestimmt. Und man 
kann auf einer Geraden zwei 
Paar Punkte, oder auch ein 
Paar und- einen dritten 
Punkt, oder nwei Punkte 
allein beliebig answiblen 
und sodann festsetzen, dnss 
sie in dem angedeuteten 
Sinne zu einer Involution 
von Punkten gehören sollen. 

Das Rechteck anter den 
Abständen irgend xweier 

zugeordneter Punkte vom 
Mi ttel punkte der Involution 
ist von unveränderlichem 
lokall. 



geordnete Strahlen rechts 
und links von jeder Achse 
der Involution, undeswech. 
■ein die Strahlen jedes Paa» 
res mit denen der anderen 
Paare ab; bei zwei nngleieb- 
liegenden dagegen liegen 
je zwei zugeordnete Strah- 
len zwischen beiden Achsen, 
und Bchliessen jedes andere 
Paar entweder ein oder aus., 

d) Gleichliegende involu- 
torische Strah I büsch e I ha- 
ben keinen Uauptstrahl; un- 
gleiekiiegende aber kaben 
allesinl nweiflanptstrahlen, 
und zwar werden dievon ih- 
nen eingeschlossenen Win- 
kel und Nebenwinkel durch 
die Achsen der Involution 
gebälftet. 

** • 

I 

e) Eine Involution von 
Strablen ist durch zweiPaar 
zugeordnete Strahlen, und 
daher auch durch ein sol- 
ches Paar und einen Haupt, 
strahl oder eine Achse, oder 
dureb beide flanptatrahlen, 
oder durch einen Haupt- 
strahl und eine Achse be- 
stimmt. Und man kann um 
einen Punkt zweiPaarStrah- 
leo, oder auch ein Paar und 
einen dritten Strahl, oder 
swei Strahlen allein belle* 
bis: auswählen nnd sodann 
festsetzen, dass sie in dem 
a n p;edeuteten Sinne zu ei. 
□ er Involution von Strahlen 
gehören sollen. 

/) Das Product der Tan« 
l^enten der Winkel, welche 

irgend zwei zugeordnete 
Stralilcn mit einer Achse 
der Involution einschlies- 
sen, ist von unveränderii* 
ehern Werthe. 



g-) Zwischen den Abschnit-| g) Zwischen den Sinus der 
tea ^iner Involution vonlWinkel einer Involution 
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seclis. fünf, vier Punkten 
f i n tl p II a 1 1 p iiia I u i e o I» i e n 
sieben, vier eine metrischen 
RelatioDeo statt. 



1 

von sechi.'fnnf. vier Strah- 
len finden ftllemal die obi- 
^^n sieben, fäuf, vier me* 
trisclien Relationen statt. 



Besondere Fälle. 

Sind die uut eiountler gelegten Geraden projektiviscb- 
illiBlIeb, so sind beide Dnrciisch'Bitte der PardletstrahleB oneod« 
lieh •entfernt (7); daher muss man in diesem Falle, um sieber m 
gehen, die Entscheidung der Frage, ob solche Gerade inFiifutoriscIi 

sein kennen, dav^tm abhänpfeii laäsen. ob sie das andere wesentliche 
Merkmal involutoriscjier Goradcii besitzen, dass nämlich je zwei 
entsprt'cliende Punkte sieb in do|)|jeltein Sinne entsprechen. Fäniie 
al»er dieses letztere z.B. in Bezug auf die Doppelpunkte (aa,) und 
(a^a) statt, so wäre das Vcrtiftltniss der entsfireeliendeB Absclinittr 
aa : a^a^ =1, also die Geraden nicht überhaupt projektivisch^ 

ähnlich, sondern pfojektivisch-gleicb, Bs kSnnen also nur pro* 
jp.ktiviscb -gleiche Gerade involutorisch sein; aber aurb diese sind 
es oßenbar nur dann, wenn sie gleichliegend sind uud je zwei ent* 
sprechende Punkte sich decken^ oder wenn sie ungleichliegend 
sind, in welchem Falle ein Hauptpunkt in der Mitte zwischen je 
«wei sni^eerdneien Ponkten.* der «nsdere sammt ddm ' HÜttelpnnkte 
der Involution uneridKoh enHernt liegt. 

Sollen andererseits zwei projektivisch - gleiche Strabihüschel 
/?, ß i dergestalt concentrisch gelegt werden , dass die ungleich- 
namigen Schenkel der entsprechenden rechten Winkel , deren es in 
diesem Falle unzählige giebt, sich vereinigen, so kann dies auf 
doppelte Weise geschehen. Man denke sich helfe erst in solcher 
I>fige, dass je zwei entsprechende^trahlen sieh deckooi so kftanen 
sie in dieser Lage involutorisch heisseo, es ist aber dieses ein durch* 
aus unfruchtbarer Fall und kann daher fiiglich, so wie auch der 
ähnliche der (Geraden Jl, A^, von der ISetrachtung ausgeschlosseil 
werden. Denkt man sich aber sofort den einen StrahlbUschel 
so lange um den gemeinschaftlichen Mittelpunkt gedreht, bis ein 
Strahl zn dem entsprechenden Strafale # reebtwInkKg wird, se 
vereinigt sich mit einem Strahle $ Yon i9, und # mit dem eo^ 
sprechenden Strahle von Ä,, und so wie #, *| oder f, , miis- 
«en sich je zwei Strahlen <r, at, in doppeltem Sinne entsprechen. 
Die StrahlbUschel sind also involutorisch. und dieser Fall ist schon 
deshalb, weil ihm kein ähnlicher von Seiten der Geraden 
entspricht', vor allen anderen ausgezeichnet. Denkt man sich end- 
Kch den einen Strahlbfisdiel B^, nachdem el^ die letztere Lagre er.- 
balten, um den Strahl {»t^) als Achse herumgeWeadet, so fallen 
anch die Strahlen ^ wic ler auf einander, jedoch kein anderes 
Paar entsprechender Strahlen bleibt recbtwinkliff, und es fällt jetzt 
der Strahl g^^ welcher den rechten Winkel s^r^ hälftete, mit dem 
entsprechendeu Strahl« und der Strahl h^, welcher mit g ver- 
einigt den rechten Winkel hälftete, mit dem entsprechenden A 
zusammen, so dass also g und k rechtwinklig in einander sind. 
Uebrigens versteht es sich, dass zwei projektivisch -gleiche Strahl- 
hüsehel, sobald sie ungleiehliegend sind, sich all^Bafin dieser lels- 
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Ureti Lage iieliuden luÜBseu, was mucU im äiiolicüea Falle von den 
Geraden w^. gilt. 

€$) Zwei maf «iBioder gelegte projektivUch • ülin- 
liche Gerade können niemals infblütorisch s^in. 



6) Zwei auf einander ire- 
legte gleich liegende pru> 
jektivisch - gleiche (lerade 
können, ohne sich zu dek- 
ken, nicht itaToIntoriscIi 
sein. Zwei ungleichlieffen- 
de dagegen sind aliemal. ^n- 
v o I u t o r i s c Ii , und zwar liegt 
ein Hauptpunkt in der Mitte 
zwischen je zwei zugeord- 
oeten Punkten, und oer an* 
dere sannt den Mittelponk. 
te der luTolotion unendlich 
entfernf. 



6) Z^vei eoncentrisch e 
g 1 e i r h I i e g e □ d e p r o j e k t i - 
V i s c h - g I e i c h e S t r a h 1 b ii - 
sehet siud involutoriscli, 
wi^D n je zwei entsprechen» 
de Strahlen zu einander 
rechtwinklig, sind; zWfi 
un gleich liegen <1c dagegen 
sind allemal i u v o 1 u t o r i s c h , 
und zwar stehen die Haupt- 
strahlen senkrecht auf ein-, 
ander und ein jeder liegt 
in der Mitte «wischen je 
zwei angeordneten Strah- 
len. H " 



Hiernach sind die Ausdrücke invuluturisch - gleiche Ge* 
rade, InvelBtion der rechten Winkel, ungleichtlegend 
iovolntorisch'gleiehe Strahlhüs^hel zu rerstehen. 

Endlich sieht nan leicht ein, dass 



c) zwei u n g I e i e h I i e g e u d 
i n V () 1 u t o r i b c h e (gerade i n - 
vulutorisch- gleich sein 

nutaeu, weou ein Haupt- 
pttukt uneudlich-entferut 
ist. 



c) zwei i II V ü I u t () r i s c h e 
Strahlhüschel eine Involu- 
tion der rechten Winkel 
bilden, wenn irgend z^ei 
Paar zagearduete Stra h I e n 
zu einander rechtwinklig 
sind, und dass si e ungleich- 
liegend i n V o I u t o r i s c h - 
gleich biud, wenn die Uaupt- 
strahlcn zu einander recht- 
winklig sind. 

Noch ein (ireuzfall zwischen gleirhiiegenden und ungleichlie- 
cenden involutorischen (Gebilden itborhaupt ist zu erwähnen, wel- 
cher dadurch entsteht, dass die beiden Hauptpunkte oder Uaupt- 
stralilen der letzteren mit dem Mittelpunkte oder einer Achse der 
Involutimi sieb Tereinigen. In diesen Falle nänilch ist jeder he« 
iiebifc« Piyikt oder Strahl der vierte harmoniische zu den heidon 
Hauptpunkten oder Hauptstrahlen und zu dem mit den letzteren 
vereinigten Punkte oder Strahle,' also aUe Punkte oder Strahlen 
einem einzigen zugeordoet. 

Einiges iiher Involutioussjsiene. 

An das Vorige schliesst sich zunächst eine rntersiieiiiing an 
über die zugeordneten Punkte oder ä^trahlen, w<^lche ^wei, einerlei 
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Geraden oder Punkte anffehörigen lovolutionep gemeinschaftlich 
sind. Ich verscLiehe sie aher bis dahin, wo sich Mittel darbieten^ 
dieselbe schneller, als es hier geschehen könnte, zu erledigen« 

Denkt man sich eine Reihe beliebiger Doppelgebilde 
A^^ A^\ u. s. w. , d.h. welche immer paarweise auf einan- 

der liegen oder concentrisch sind, und nimmt an, dass sowohl einer* 
seits Ai A^i ^ ... als auch andererseits Ay^ -df,, By^ . . . der 
Reihe nach projektivisch sind, so ist es klar, dass wenn eines die- 
ser Doppelgehilde, z.B. A^ A^y involutorisch rst, auch alle übrigen 
es sein müssen. Eine solche Reihe involutorischer Doppelgehilde 
heisst ein Involutionssystem. Solcher Systeme gibt es ver- 
schiedene Arten, je nachdem entweder je zwei Doppelgebilde per- 
spektivisch, oder theils schief theils perspektivisch, oder je zwei 
schief zu einander liegen. Die Betrachtung der Systeme der ersten 
Art führt zu Construktionen einer Involution von Punkten oder 
Strahlen^ welche sich ohne Kreis ausführen lassen. Von denen der 
zweiten Art soll hier der einfachste und fruchtbarste Fall näher 
betrachtet werden. 

Hat man zwei beliebige' schief liegende projektivische Strahl- 
büschel B_, B^, wodurch also (11) ein beliebiger Kegelschnitt ge* 
geben ist, und liegt ein mit B concentriscber Strahlbüschel B, mit 
B^ perspektivisch, so dass also 

B{ay h, €...)=. B^(a^, c,, rf, . . .) = B^(a^y ä,, c^, . . .), 

so ist 

^, c, d.,.)= B^ia^y ^j, c„ )5 

und rechnet man jetzt alle Strahlen von B^ zu B und bezeicfaoefc 
die denselben in B^ entsprechenden durch r,, und 

die den letzteren wieder in B^ entsprechenden durch o',, c'^^ 
11*2 'i so ist ^ 

B{a, Ify Cy d ... *") — - ^ \{/*\y ^1 » ^1 ^t> ^st c^yd^...) 

= ^a, C^y </, ... a\y b\y C\y iC^ ...), 

folglich 

B{ay by Cyd... f ) ^ 2 ) c j , ...) — B^^a^ ^b^yC^yd^... , b\ , c'a , </,'...). 

Denkt man sich nun zunächst nur die vier entsprechenden Strahlen 
a au a^y a\ gezogen und den perspektivischen Durchschnitt von 
Byy B^ durch die beiden Durchschnitte der Strahlenpaare a,, 0, 
und <3r,^ a gegeben, so fallt der Strahl a\ mit a zusammen, so 
dass sich also a, in doppeltem Sinne entsprechen. Bin Gleiches 
gilt also auch von allen übrigen Paaren by b^-y Cy c,; dy </, 
und man ist somit zur folgenden Aussage berechtigt, der hier so- 
gleich eine analoge zur Seile gestellt wird: 



1) Geht ein Kegelschnitt 
durch zwei G cge necken und 
die Durchschnitte der Ge- 
genseiten eines einfachen 



1) Berührt ein Kegelschnitt 
zwei Gegenseiten und die 
Diagonalen eines einfachen 
Vierseits, so gibt es un- 
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yierccjts» «o ribt es un- 
zählige Vierecke, welche 
dieselben Durchschnitte der 
Gegenseiten haben, und von 
de'reo Gegeneckeo das eine 
Pttar auf d^Hiellreii Regel- 
seknitte, das andere auf der. 
selben Geraden, als die bei* 
den anderen Gegfenecken 
des er Bieren Vierecks, iiegt. 



zählig'eVierteite, welche der 
Riclitung" nach dieselben 
Diuii^onuieu haben, und von 
deren Gegenseiten das eine 
Paar den selben Kegel schnitt 
berührt, das an4«re deniel-. 
ben DurchschiiittspiiBkt, als 
die beiden anderen Gegen-" 
Seiten des erstepen Vier- 
seits, bat. 



. Int iP der petspektivische Dnrchsehnitt von und sind 

a, Ai; b, bi n.B.w. die JedeaBafigen Gegenecken der (Kaka) ge- 
dachten Vierecke, welche anf dein Kegelschnitte Hegen, so schnei- 
den die Verbindungslinien aOi, 06, u. s. w. der letzteren die Gerade 
ßß^ allemal in einem Punkte, welcher zu i?, und dem Durch- 
schnitte von BB^ und P der vierte harmonische ist. Dieser Punkt 
(p) ist also unveränderlich derselbe, und ist zugleich zu je zwei 
Panktea a, ttt nnd den a» F rehörigen Pankta der vierte, d^m 
letaleren zugeordnete hanaoaisdhe Ponkt. (Naefa dem bekanqteo 
Satze über die Diagonalen des voUstlndlgev Vierseks.) Hieraaa 
folgt links, uad aut ähnliche Weise -rechte: 



2) Gehen durch einen Punkt 
in der Ebene eines Kegel- 
schnittes swei beliebige Ge- 
rade, welche den letzteren 
in vier Punkten schneiden, 
und man verbindet diese 
Funlite duiHih zwei neue Ge- 
rade, so liegt der Durch- 
schnitt dieser letzteren ira- 
Bier atff einer und derselben 
geraden Linie, dereaDurch- 
scbnitt mit jeder der erste- 
renGeraden zu den dem Ke- 
s^elschnitte angehörigen 
Punkten uud dem anfäng- 
lieben Pankle der vierte, 
dem letateran augeordnete 
Pnakt ist. 



2) W c r d e n V o n zwei belie- 
bigen Punkten einer Gera- ' 
den an einen i^egelscbnitt' 
zwei Paar Taagenten ge- 
zogen, uad twei Durch- 
schnittspunkte dieser letz- 
teren durch eineGerade ver- 
bunden, so geht dieselbe 
immer durch eiaen «ad den-' 
selben Punkt, dessen nach 
einem der ersteren Puakte 
ge h e n de r 8trah 1 zu den von 
letzterem a u s g c h e n d e n T a n- 
O^enten und zu der anfäng- 
lichen Geraden der vierte, 
der letateren zuseordneta 
har^oaische Stranl ist. 



Dieser Eigenschaft wegen lieisst (liuks und rechts) die Ge- 
rade /* <lie harmonische Polare von />, und der Punkt p der 
harmonische Pol von und man sieht sogleich, dass p VOM» 
serballr oder innerhalb des KegelsebBittee liegea mess, je aacbden 
P ihn durchsebneidet oder nicht. 

Bedenkt man endlich, dass die Strahlbüschel B, B^ involuto- 
risch und durch zwei Paar zugeorduete Strahlen a, /y,-, ff, ä,, so 
wie der Punkt p durch zwei Sehnen oa,, bb,, bestimmt sind; dnsg 
die beiden Strahlen, welche nach den Durchschnitten von P mit 
dem Kegelschnitte gehen, Hauptstrahlen >on ß, sein aiüsaeB 
uad ezistiivB oder nicht, je aaebdeia P den Kegelschnitt schneidet 
•der nicht eebaeidet, so folgt links, uad i&bn^eber Weise rechte: 
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3) Die^säinmtlicheD Fuuk- 
tcupiiare, in dcueo ein Ke- 
gelsckiUtt von einem belie- 
bigen ebenen'Strablbflicbel 
geschnitten wird» bestim- 
meo, indem sie mit einem 
beliebigen Punkte seines 
ümfangs durch Gerade ver« 
bunden werden, die zu- 
geordneten ^ Stralil«o paare 
aweier inTÖlatoriBcher 
8trah1buscbel, welehe 
gleich liegen d oder un- 
gl elchliegend sind, je nach- 
dem der Mittelpunkt des er- 
steren innerhalb oder aus- 
serhalb des Kegelschnitte« 
liegt, und dsren Hauptstrah- 
len im letzteren Falle nach 
den Punkten gehen, in de- 
nen die harmonische Polare 
dieses Mittelpunktes den 
Kegelschnitt durchschnei- 
det. 



3) Die sämmtlichen Tan- 
gentenpaare, welche von 
den Puukten einer beliebi- 
gen Geraden an einen Ke- 
gelschnitt gehen, bestim- 
men auf einer beliebigen 
Tangente desselben die zu- 
geordneten Punkteopaare 
zweier iuvolutori^cher Ge- 
raden, welche gieiehllegend 
oder ungleiehTiegend sind, 
je nachaem jene beliebige 
Gerade den k e ge I seh n itt in 
keinem oder in zwei Punk- 
ten schneidet, und dereo 
Hauptpunkte im letzteren 
Falle auf «den TaiigenUa 
liege n, welch e von deahar 
monischen Pole dieser Ge- 
raden geaegen werden. 



Und umgekehrt: 



4) Bildet manumeinen be- 
liebigen Punkt auf demUm- 
fang eines Kegelschnittes 
eine Inrolntion ?on Strah- 
len, so ^ehen sämmtliche 
Sehnen dieses Kegelschnit- 
tes, welche durch die zuge- 
ordneten Strahlen der In- 
volution bestimmt werden, 
durch einen und denselben 
Piknkt, welcher innerhalb 
oder ausserhalb des Kegel- 
schnittes liegt, je nachdem 
die Involution aus glei^ch- 
oder un gleichli egendeo 
Strahlhüscheln besteht. 



4) Bildet man auf einer be- 
liebigen Tangeute eines 
Keffeisch nittes eine lovo- 
intion von Punkten, so* lie- 
gten die Dujrchoitte der Tao> 

fentenpaare, * welche von 
en zugeordueteu Punkten 
der Involution ausgeben, 
auf einer und derselben Ge- 
raden, welche deu Kegel- 
schnitt in keinesi oder in 
zwei Punkten schneidet, je 
nachdem die Involution ans 
gleich- oder ungleichlieges- 
den Geradcu Uestekt. 



Ich ubergebe mehrere interessante Znsätse dieses letiten Sal» 

zes, und behandle auch von den hierher gehörigen Aufgaben nur 
die folgende^ welche für die Theorie der gemeinschaftlichen Sekan* 
ten- und Tangentendurchscbnitte ton besonderer Wichtigkeit ist: 



5) Wenn von zwei concen- 
trisehen Inrolvtionen von 
Strahlen je xwei Paar sage- 
ordnete Strahlen gej^eben 
sind, mittels des Lineals 
und eines festen Kreises 



5) Wenn von zwei auf ein- 
Jinder gelegten .Involutio- 
nen. Fon Punkten je swsi 
Paar sngeordnete Punkte 

Eegeben sind, mittels des 
ineals und einen feateu 
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dasjenige Paar zugeordne- 
te Straliieo zu tiodeQ) wel- 

lieb aafpehörl. 



Kreises dasjenige Paar zu- 
geordnete Punkte zu fin- 
de«, welebes beide d gemeia- 
sehaftlich. angehdrt. 



Vermittelst einer beliebigen Geraden, weldbe beide Involutionen 
durrbschneidet, wird die Aufgabe iiaks auf die andere reebts sa* 

rückgefübrt. 

^iind auf einer Geraden ^ für die eine Involution die Punkte 
0, a, ; b, b,, für die aadere.die Puakle a', a', ; bV h\ gegeben« so 
verbinde man dicee Punkte mit einem beliebigen Punkte JS aaf 
dem Umfange des Rülfskreises bezüglich dorch die Geraden a,at\ 
Ä. ^, ; a\ a'i; d\ A',, welche den Kreis zum zweitenoial in den 
Punkten a, a, ; ß. ; ; /S', ß\ schneiden; dann ziehe man 

die Sehnen aa,, ßß^^ die sich in und die Sehnen a'u\j ß'ß\ die 
sich in p' schneiden, sofort ^ieder die Gerade pp'^ welche, wo 
möglich, den Kreis in Xr, schneide; endlich die Strahlen Bk^ 
Bh^^ so schneiden dies^ fUe Gerade^ In den gesuchten swcl Pank- 
len 6, f , oder f, »t',. • 

Der Beweis erhellt nnmittelbiir aus 4) links. Sind die beiden 
Paare invoiutoriscbcr Gebilde, um die es sieb handelt, unglcicli- 
liegeud, so liegen beide Punkte p^ p' ausserhalb des Kreises, 
also ist es in dlaseni Falle möglich, dsss die Gerade pp' den Kreit 
picht schneide, und falglicb keine Punkte f, (, gebe« und swar 
tritt dieses letztere noth wendig ein, wenn die Hauptpunkte ader 
Hauptstrahlen der einen Involution abwechselnd zu denen der an- 
deren liegen. Ist dagegen eines jener Paare, oder sind beide Puare 
glei ch I iegend , so liegt einer der Punkte p' oder beide zu- 
gleich innerhalb des Kreises, und es giebt folglich in diesen bei- 
den Fällen potbwenilig ein F^ar Punkte f, (|.. Jn der Sprache der 
Analysb wnrdr dieses Resultat so lauten: Ein Paukten- oder 
Strablenpaar, welc'kes mit, jedem von zwei andern sol- 
chen Paaren harmonisch ist, ist allemal reell, wenn 
ein^s dieser beide tj letzteren, oder wenn beide imaginär 
sind; es kann über imaginär werden, wenn die letzteren 
beide reell sind. . * 

Zugeordnete harmonische Pole und Po-iaren; zugeord* 
uete Durabmasser und Achsenpunktwiokel; die 

Brennpunkte. 

f. 4. 

Beseichnet van jetzt in der Figur, welche den Betrachtungen 
des vorigen §. zu Grunde lag, die Punkte, in welchen die Gerade 
von den Ntrahlen a. ^, c. </...; «j. ä,, c,, der invuluto- 

rischen Strablbiiscbel geschnitten wird, durch a'. b', c'. b'... 

h'ii c's, b', und die Strahlen, welche den Punkt p mit die- 
neu Punkten Ttrhinden, durch a\ b\ c', </',..., 
ao sieht «na aunlicliit, dass der Punkt a' au den Strahle a\ 
%U a'i W zu d\ u.s^f« in derselben Beziehung stehe, alp zu P, 
dass also die harmonischen Pole aller Geraden, welche 
durch einen Puakt /> gehen, auf der baraiooischen Po- 
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liegen, und umgekehrt; feroer er- 
dasa sowohl die Punkte a\ h\ C', bM.; 



lare P dieses Punktes 
gibt sich mittels ß, B^^ dasa 

a'si ^'3« ('31 b'f* iBfolatioii vpnPaakteftf all mcIi die Strah- 
len a', ^, 4#..\; «f«» c',, if, ... eine Ia?elutieii tob Stnk- 

len bilden. 

Zwei Punkte a', a',, wovon jeder auf der harmonischen Polare 
des anderen in Bezug auf einen Kegelschnitt liegt, heissen zwei 
zugeordnete harmonische Pole in Bezug auf dieseo Kegel- 
schuitt, und zwei Gerade a\ o',, wovon jede durch deo limioiii* 
•eben Pol der enderen in Bezug auf einen Keffeiicbnitt ff^ht, beb- 
ten zwei' zugeordnete barmonische Polaren in Bezug anf 
diesen Kegelsobnitt. Ferner heissen drei Punkte /i, a', a'«« deren 
jeder der harmonische Pol der Geraden ist, welche die beideo an- 
deren verbindet, drei zugeordnete barmonische Pole, und 
diese Geraden a'^y a' drei zugeordnete harffloniache 
Polaren. 



1) Die sftniatiiebeD Paare 

zugeordneter harmenischer 
Polaren, in Bezug auf einen 
Kegelschnitt, welche einem 
beliebigen Punkte seiner 
Ebene angehören, bilden 
eine Involution von 8trab* 
len^ deren Gebilde^leich- 
liegend oder nngleichlie- 
gend sind, je nachdem dieser 
Punkt innerhalb oder aus- 
seriialb des Kegelschnittes 
liegt, und deren Hau|ttstrah- 
len im lästeren Falle die 
beiden Tanfrenten sind^wel- 
ebe YOD diesem Punkte aus- 
geben. Und... (wie .recbtg) 



2) Zwei Seiten eines einem 
Kegelschnitte eingescbrie- 
beaeu Dreiecks schneiden 
eine jede Gerade, derer har- 
monischer Pol auf der drit- 
ten Seite liegt, in zwei zu- 
geordueteu^ harmonischen 
Polen. 



/ 



1) Die nimmtlicbeD Paare 
zugeordneter barnio oischer 
Pole, in Bezug auf einen 
Kegelschnitt, welche einer 
beliebigen Geraden seiner 
Ebene angebttren, bilden 
eine lovointion von Ponk* 
ten, deren Gebilde gleich- 
liegend oder ungleicblie» 
gend si n d , j e n Bchde m d lese 
Gerade den Kegelschnitt in 
keinem oder in zwei Punk- 
ten schneidet, und deren 
flanptpnnkte im letstereb 
Falle die Dtfrcbschnitts* 
punkte dieser Geraden «nd 
des Kegelschnitten sind. 
Und... (wie links) 

2) Zwei Ecken eines eines 
Kegelscbnitte naaohriebe- 
nen Dreiecks haben mit ei» 
nem jeden Punkte, dessen 

harmonische Polare durch 
die dritte Ecke geht, zwei 
zugeordnete harmonische 
Polaren gemein. 



. Nack ^. 1. f ist das Rechteck am . aiin nnlsr den Abständen 
zweier zugeordneter harmonischer Pole a, fli vom Mittelpunkte II 
der Involution, so wie das Product tng arm . tng . iy,M der Tangen- 
ten der Winkel, welche zwei zugeordnete harmonische Polaren </, a^ 
mit einer Achse m bilden, constant, und zwar jenes, wenn die be^ 
treffende Gerade den Kegelschnitt scbneidet, dem Quadrate der hal- 
ben auf ibr entbalteneo »ebne, dieses, weno der betreÜMde Plioitt 
ansserbalb des Kegelschnittes liegt, der zweiten Potem der Tan» 
gente des balben Winkele gleieb, welebe die von iba anegebeodan 
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Tangeuteo einschliessen. Findet diese Lage aber nicht statt, so^ 
kann' ofifenbar statt der Sehne der eben so grosse Abstand derjenigen 
zwei zugeordneten harmonischen Pole, welche gleich weit vom 
Mittelpunkte m entfernt sind, und statt des Tansrentenwinkels der 
eben' ao groMe Winkel eintnitea, welchen die neiden gegen 4in 
Achse m gleiehgeneifften zageo^neten harmonischen Polaren ein^ 
lebiieetfen. Jener Abstand soll daher eine ideale Sehnej und 
dieser Winkel ein idealer Tnngen|:en winke! des Keg e tochnifc» 
tea heissen. > 



3) Dae Prodnet der Tan- 
genten der Winkeil welc,ke 
zwei beliebige zugeordnete 
harMonische Polaren, für 

einen bestimmten Punkt, 
mit einer Achse der Involu- 
tion einschliessen, ist von 
unveränderlichem Werthe, 
und swar' der t^eiten-^Po- 
teni der Tangente dea hal* 
ben reellen oder idealen 
Tangenten Winkels gleich, 
welcher zu jen^m Punkte 
gehört. 



3) Das Rechteck unter den 
Abatttnden isweier b'elpebi* 
ger inarnordneter harnioni» 
scher Pdle, für einei be- 
stimmte Gerade, vom Mit- 
telpunkte der Involution 
ist von unveränderlichem 
Inhalt, und zwar dem Uua« 
drate d%r halben raellen 
oder idealen Sehne gleich, 
welche sn dienet Geraden 
gehört... 



BttdKeb übenengt man aieh leiohft, daea: 



4) die apitzen Winkel, 

welche die einzelnen Paare 
ein^r Involution zugeord- 
neter harmonischer Pola- 
ren einschliessen, von 0^ 
bin 90* eder von der Grdaae 
des idealen Tangentenwin- 
kels bis 90® wachsen, je 
nachdem der betreffende 
Punkt ausserhalb oder in- 
nerhalb des Kegelschnittes 
liegt. 



4) die Abstände der ein- 
zelnen Paare einer Involu« 
tion zugeordneter harmo- 
nischer Pole von einander 
von Null hia ins Unendliche' 
oder von der Ordase der 
idealen Sehne bis ins Un- 
endliche .wachsen, je nach* 
dem die betreffende Gerade 
den Kegelschnitt achneidet 
oder nicht. ^* 



Ganz ungesucht bieten aieh nanniehr fblgeade Fragen dar: 

1) Gibt ea in der Ebene eines beliebige« Kcffel« 
Schnittes zwei oder mehrere Involutionen zugeordne- 
ter harmünisclier Pole oder Poluren, welche bezüglich 
den Mittelpunkt oder eine Achse gemein haben? 

2) Welche Gige^nscbaften haben die einseinen Paare 
derjenigen InTofntieli «ngeerdneter harnieniaeher Pe- 
inren oder Pole gemein, welche einem solchen Mittel- 
Punkte oder einer solchen Achae angehören? 

3) Gibt es in der Ebene eines beliebigen Kegel- 
schnittes ungleichliegend involutoriscb-gleiche Strahl- 
büschel, und in volutorisch-gleiche Glerade, welche von 
zugeordneten harmonischen Polaren oder Polen gebiU 
det werden! 
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4) (jiibt <;s in derselbea Invölutioneo der rechten 
W inkel, deren ^»ctieakel sugeorU oe^e. httroio Discbe Po- 
laren sind? 

1) Deokt nui tieh -in 'der Bbeoe, «inet Ke^elschDittM «im 
Gerade io beliebiger Rlcbtung ins, UoeMlliebe hinausgerückt, so 
•md alle Gerade, welche durch ihren hannoDiacheB Pol geben ^ die 

harmonischen Polaren von Punkten, welche in den verschiedenen 
Richtungen der Kb(*ne unendlich • entfernt liegen, also muss eine 
jede derselben sämmtliche nach dem entsprechenden unendlich- eut« 
feruten Punkte gerichteten purullelen Geraden in den Mittelpunkten 
deK Ihote aofi^hirjgen InvolntionaD augeordiieter haneoeiafiMr PWe 
und insbesondere zwei parallele Tangeateu in den Beruhroega- 
punkten trelVen. Demnach ist der harmonische Pol dieser naeed- 
iich-entfernten Geraden Mittelpunkt sämintlicher Involutionen zuge- 
ordneter hurmuoisrher Pole, welche deu unzähligen durch ihn g-chen- 
den Geraden angehören, und somit auch der Mittelpunkt sämmt- 
lieber reellen oder idealen Sehnen des Kegelscbpittes, welche anf 
difiiee CJaradeo Hegeo. ' Er wird deabaib der Mittelfiunkt dea 
Kegelsebnittes genannt, und zwar beaitat. jeder Kegelschnitt 
Dir einen solchen Punkt, weil eine Involution von PuakitaB eialit 
zwei Mittelpunkte enthalten kann, und daher tribt es in aeiOCr 
Ebene auch nur eine une ndlich-entt'ernte G erude. 

Da die letztere mit der Hyperbel zwei, mit der Ellipse 
keinen und mit der Parabel nur einen Punkt, nämlich deu ße- 
'rjibrungspunkt, gemein hat, so liegt der Mittelpnokt der ersten 
uoBserbalb, der zweiten innerhalb, der -dritten nDeedlleb-eat- 
ferot aut dem Umfange der Curvc. 

Jede reelle oder ideale Sehne eines Kegelschnittes, die <Iurch 
seinen Mittelpunkt g^eht, heisst sowohl der Richtung als der (irösse 
nach ein Durchmesser desselben. Die Hyperbel hat also reelle 
und ideale, die Ellipse und die Parabel nur reelle, und zwar die 
letztere lauter parallele Durduaesaer. Je «wei augeordaete harao* 
■iaebe Polaren, welche durch den Mittelpunkt dea Kegelscbnitte« 
gehen, heissen zwei zugeordnete D urchmeaser^ die Achsea 
der Involution dieser letzteren heissen die Achsen des Kegel- 
schnittes, und die Hauptstrahlen derselben die Asymptote n der 
Hyperbel. — Hei dieser ist jedem idealen Durchmesser ein reeller 
zugeorduet, und umgekehrt, ßei der Kllipse kann mau den Win* 
kel, welchen die gegen jede Aebee. glei'cbflreneigcen angeordneten 
Dnrcbmesaer bilden, und welcher der kleinste unter alleo. ist. dea 
Jdealen Asymptotenwinkel nennen. 

Betrachtet man irgend einen Punkt einer Achse des Keci^r!- 
schnittes als Mittelpunkt einer Involution zugeordneter haruionischer 
Polaren, so Jauft der der Achse AUijeordnete Strahl mit der ande- 
ren Achse des Kegelschnittes parallel, steht also aut der erstereo 
senkrecht Jede dieser beiden Aebaen iat 'alse die geaiein- 
acbaftliebe Aebae nller dieser Inaolntienen, ttn.d hat 
analoge Eigenschaften als der Mittelpunkt des Kegel* 
Schnittes. Je zwei zugeordnete harmonische Pole, welche auf 
einer Achse des Kegelschnittes liegen, sollen zwei zuge-irdnete 
Achsen punkte, und die reellen oder idealen Tangentenwinkel, 
deren Scheitel sie sind, zwei zugeordnete Achseupunktwin- 
kel beisaen. Vom diesen^ Punkten ud Winkein ist« Minea Wis> 
Bens, noch' nirgends wo gebandelt worden. Bndlieb heissen die 

1 
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Hniiptpunkfe der Ton deö zunreordneten Achspiipunkteii gpbildefen 
Involution odrr, in ihrer Krinangeluns^, die heidcn vom Mittelpunkte 
des Kegelschnittes crleich weit pntfernten zuLj^eordneten Aclisen- 
pnnkte die »Scheitel des Kegelschnittes. Die Hyperbel hat 
>swei 'Kelle iiikd xwei Ideale, die Rllime twei Peer reelle, die Fft^ 
rsbel zwei teelle aber einen miendli«»- entfernten Scheitel. 

2) Ich überpfehe mehrere längst bekannte Satze, welche fast 
nur Wiederholungen der allgemeineren 1). 3) und 4) sein würden, 
um sofort einige metrische Relationen zu entwickeln, deren Inter- 
esse hesonderH darin besteht, dass in ihnen das Princip der Duali- 
tät sich eriialt. 

Es Bei M der Mürtelpunkt einer Ellipse eder' Hyperbel , m ekf 
reeller Scheitel derselben nnd A die Tangente in tti, welche «it 
der andereii Achse parallel nnd daher auf senkrecht sein muss. 
Et seien a ^ zwei beliebige zugeordnete Durchmesser, welche die 
^ in a, n, nnd zwei mit «7,, a parallele Linien, die durch m ge- 
ben, in a, u, schneiden. Dies vorausgesetzt, so sind sowohl a, a 
als a,. a, zwei zugeordnete harmonische Pole, indem s.B. die ber- 
■oniscbe Pelare von a sowohl durch m als den harmonischen Pol 
von a sieben, also mit a^ parallel s6in moss; folglich sind die 
Rechtecke ßia.Ma^ ßfa^ . Afat den Quadraten der ^nNienf Dnrch* 
nesserlangen #, «r, gleich. Nun ist aber 

und ^ - • . 

a»6 ^ ' ' / 

und nach dem py thagorischen Satxe ist 
also 

=j/m' . =fc ma . ma. . = JUm' ± ma . m.. 

wo die oberen Zeirlicn für die Ellipse, die unteren für die Hyper' 
bei gelten, weil dort die Involution der zugeordneteo^ Durchmesser 

gleichliegende, hier nngleichliegende Gebilde erithXIt, also dort die 
linicte a, tti tfuf 'vencbiedeneo, hier auf einextei Seite von in lie* 
gen mneicn, und xwar gehört hier dem idealen I>iirohmesser der 
grössere mn, von beiden Abschnitten ma, ttift, an. 

Aber m ist der .^littelpunkt einer Involution von Punkten, welche 
auf u4 durch den zugeordneten Durchmesser bestimmt werden; aUo 
ist das Rechleck ma . ma,, folglich auch die Summe oder Differenz 
Jfa . ilfa±iV(ai . Jfoi constant. 

Zu deaselhen Resultate gelangt man auch auf folfpefllde Weise: 
Bf leien die BndpnBltte einea beliebigen teelien Dnreh- 
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messers, m, ttti die Endpunkte einer reellen Achse, durch O sei 
eine Tangente gelegt, welche diese Achse in a, schneide, nnd von 
i) eine Senkrechte da auf die Achse gefällt, deren Fusspunkt a sei; 
ausserdem seien die Geraden ^m, (hd^^ O^Xd und durch M eine 
Parallele mit d. h. der dem 00^ zugeordnete Durchmesser 

gezogen, welcher von Oxa in c, von in Ci, von Om^ in b 

gesciiuitten werde. E^ndlich werde die andere Achse von Om in b, 
von <Vni, in b, geschnitten. 

Da die Seite 00^ des Dreiecks OO^xci durch den harmonischen 
Pol der Geraden Mi^ und die Seite mnii des Dreiecks ^^rnttti durch 
den harmonischen Pol der Geraden geht, so sind (nach 2) links) 
sowohl C, C, als b, b, zug. hurm. Pole, also das Rechteck jft/c . J/c, 
dem Uuadrate des halben Durchmessers, der dem 00 ^ zugeordnet 
ist, und das Rechteck Mb.Mhx dem Quadrate der halben anderen 
Achse gleich. Ii)s sei diese halbe Achse = so wie ßlm = Mvckx 
=^J; ferner MO=zA,, Mi,Mt^=B^^. 

Der Punkt a, ist der harmonische Pol der Senkrechteo 0a, 
also jlfa . -^Ai =il/m* =^*; und aus den Proportionen 



ergibt sich 

Mh.JMi oderil/c.i1!/C| = /r,» = 



: ^1 = am, : i/nii ; 
0^ : if/b = am : Mm 



. am . anii 
J« — 

. oin . am,. 



Aber 



Oat^ = Oa^ -haa,^ und MO^=Ax^= Öa»H-i/a»; 



am . am, = (A — 71/a) -h il/a) 
= .i» — il/a» = J/a . ^a, — iWa* 
= iK/a.aa,. 



a , m . a , m , = (J/a , — ^)( iSfo , H-^) 
= ^Wa , = iWa, »— . ifa, 
:=il/ai .oai. 



Demnach ist 



^,» = ^.am.am,+^a» = Ä».-^^-HiVa» 



Jg'.aa,-f-Afa».^a, ^».aa, -4-^*./lfa 



0,01 . Utin, 



0,0 . diHI , 

g'.J!fa-4-^*.aa, 



also 
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indem bei der Ellipse, wo a zwischen ßi und aj fällt, die oberen, bei 
der Hyperbel, wo swueheo M iui4 a fallt, die ii«bteren Zeichen 
zu nehmen sind. 

Geben wir jetzt inr Fignr des ersten Beweises nnHIck, so ist 

weil dort s \ < 

wnr; also ist . 

ß 

-Ax .Bx = M^, Mat . — , oder Ai.B^i Mjx . M^i = B : aa«. 

Ist aber P der Inhalt des Parallelogramms, welches durch die End- 
punkte zweier reellen oder idealen zugeordneten Durchmesser -be- 
sttnmt wird, to' verhält sieli: / 

/':4Jfaat=^i . : Ma. ^Va,, also, da iü/aa, = i^Vm.aa. ist, 
Pi2J.iia, = B:aax, folglich P=z^A/B. 

Nennen wir a den von A^% eingeseliloBsenen Winkel, so 
ist P=%Ä^ .B^.mu=%4.B^ also (A, + ^,)* B^ 

' -|-?ljL^, d.h. für die Ellipse ist ^, H-Ä,, und für die Elliuse 
sin et 

und Hyperbel ist Ai . B^ ein Muximum oder Minimum, je nacbdesi 
a ein Minimum oder Maximum ist; und da für erstere 

I 

für die letztere 

80 ist für beide Ai ^ Bi ein Maximum oder Minisinm, je nachdem 
A, -|- Bx ,ein filinimnni oder Maximum ist. 

Seien andererseits a, (l| swel beliebig sngeordn. Achsen-' 
paukte^ welche «) eotweder einer von zwei reellen, oder ^) einer 
idealen Achse angehören; durch a,, den äusseren Punkt in beiden 
Fällen, seien zwei Tangenten gezogen , uod ausserdem die beiden 
Tangenten in den Scheiteln m, nti der anderen Achse, deren eine 
Tnn jenen beiden in n, q, die nndere in n,, «q, geschnitten inti»^ 
IKe Tangente nUi berühre den Kegelschnitt iu r und schneide die 
andere Achse in f. Man ziehe noch die Geraden nq,^ ra, 
welche auf aa, senkrecht stehen und dieselbe iu 6, b,,a schneiden. 

Da die harmonische Polare des Punktes a durch die Rcke a, 
des dem Kegelschnitte umschriebenen Dreiecks aitiq geht, so sind 
(nach 2) rechts) die Geraden an, aq zwei zugeordnete harnoniseko 
Polaran. Ist; «so Winkel oAib ss und tng . nah • tng . qa6t = 
tog* . a, so sind a, a, die HSlften sweier mgeoidneten Aohsen- 
pnnktwinkel. 

Da die. Punkte f, n» tli l^mquiiida «ind« so Mud es aucfi 
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die Punkte M (der Mittelpunkt des Kegelschnitts), a, ; aber 
a|b = a,b«, ftito auch a|ilf.aia=sa,&* = ai.b|'. Demoacli ist 



aber 

ab . ab| te<a,b— aa,K«,^, H^iui,) = a,b«— m.« = a.üf.M,— aa.« 

also 

* 

toi»« = - ^ und tng*o db tiig««/= . ^'^^^^-^^ - 



Ja. Fall einer idealen Achse ist d i itf-f-. aüf sss aH] » 1Id4 im Fall 
zweier reellen ist a^M — a^fssaa.; und da JUa.M^x =deiii Qua- 
drate dieser (halben Achse = ^%. so ist tng^asbtng'a, 
Ferner ist 



also # 



tngu.tng«. = 



Endlich im Falle ä), wenn a, a, auf der reellen Achse einer 
Hyperbel liegen, seien m, m» die Scheitel dieser Achse, 
die Tangenfen in tlt, tlti» and von den ämneren Punkte a seien 
zwei Tangenten gezogen, welche den Kegelschnitt In' r, t berSh- 

ren und «iie Ji, in-n,_q; n,, q, schneiden. Zieht man jetst 
die fipraden n,n. Q,q, so müssen dieselben (nach 2) rechts) zug. 
harnionisclie Polaren sein, und eben deshalb muss a,n durch 
und ttjq durch n, gehen. Die Winkel naq = 2a und lia|<|:=2a| 
sind zugeordnete Achsenpuuktwiokel und man hat 

^' * tng»«=rH?.Hl«., tng»a/= «HL.Üi!»!. 

A|»eif 

om . am , = (iVm — m«)(^ni + Mo) = — Ma* 

■ » ' ■ 

# « ■ ' 

Also ist • • • 

Tangenten Mitf, werden vte -nlfen llbrigeu prejekfiriseb ge- 
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«choitteo, und ihr DurchschnUt, dem die wechselseitigen Beröhrungs-' 
punkte entsprecheo, ist liier unendlich entfernt; also sind m, m, 
ihre Durchschnitte der ParaHelstrableo , und es Ifl folglich das 
Reehf«ck ntn.n.nii eoi(tt»iit (Kinleil. 11, Dm n&nmcbe gilt 
also anch von der Diffcreaz tng'a — tog^a,, und da, wenn a mit 
M sownHienfAllt und siir idealen Achse gerecbnet wird, die Tan«? 

geate dee ComplemeDtei ron a=-^ alio tngoae=-|>, weila,sO^ 

80 ist ntn.tiim, »der das Quadrat des halben Segmentes, das die 
Asymptoten auf jeder Scheiteltangente abschneiden, =i7', und 

lag»«— tng*a, p= 

1b FaUe der Parabel ist Attlssa»!!!, elso iDgosstoga,. 



5. In jeder Kllipse ist die 
Summe der Quadrate zweier 
beliebigen sttgeordneten 
Darcb-meiter der.Snnoie der 
llnadrate beider Achsen^ 
and in jeder Hyperbel ist 
der Unterschied der Qua- 
drate eines beliebigen reel- 
len und des ihm zugeordne* 
teo idealen Durebmetaers 
dem ünteraebiede der ^na- 
drate der reellen und der 
idealen Aebie gleicb. 



6. In jeder Elliiise oder 
Hyperbel verhalten sichdie 
Rechtecke unter je zwei xu- 
geordneten Dircbmeflsern 
QBgekebrt wie die Sinus 
der von ibnen eingeacblos» 
seoen Winkel. 



5. In jedem Kegelschnitte 
ist die Summe oder Diffe- 
renz der zweiten Potenien 
der Tangenten zweier' sn- 
geordneten halben Achsen* 

Iiuoktwinkel der zweiten 
*otenz der Tani^erite des 
cntsprech enden reellen oder 
Asymptotenwinkels gleicb, 
und zwar die Samme,' wenn 
die Acbsenpnnkte e;,iuer 
idealen Aehae^ die Diffe- 
renz, wenn sie einer reel- 
len Achse angehören, und 
es ist in diesem letzteren 
Falle bei der Ellipse der 
ideale, bei der Hyperbel 
der reelle Ackaenpuoktwin« 
kel d«r grdaaere ?on beiden. 

0. In jedem Ket^clsclinitte 
verhalten sich die l'roducte 
der Tangenten Je zweier 
zugeordneten balbeo Aeb- 
senpanktwinkel umgekehrt 
wie die Abstände ihrerScbei* 
tei ?on einander. 



7. In jeder b^llipse oder Hyperbel sind alle durch die 
Bndputtkte nder Riehtnngen der angeordneten Dnreb- 
nesser' beatlmmten eingeaehrlebtenen oder nmichriebe« 
Ben Parallelogramme einander und deadnreh dieAebien 
beatimmten Parallelogrammen gleieb. 



8. In jeder Ellipse ist die 
Summe zweier zugeordne- 
ter Dnrebmeaaer nmao grda- 

aer, und ihr Coterschied um 
so kleiner, je kleiner der 
Winkel ist, den nie ein* 



8. Die Summe zweier zu- ^ 
geordneten Achsenpunkt- y 
Winkel, deren Scheitel anf 
der idealen Achse einer fly* 
perbol ll«gan, ist um so 
gr9aser, und ihr Uoter- 

18 



schliessea; daher bilden die 
idealen - Aaymp toten die 
grdaate Sumoie n|id sind eis- 
ander gleich, und die bei- 
den Acliscn bilden die klein- 
ste Summe, und die eine ist 
der grösstei die andere der 
kleinste aller Durchmesser. 



schie.d um lo kleiner, je 
kleiner der Abstand ikrer 

Scheitel von einander ist; 
daber bild<>n d ipjeaisr^», de- 
ren .Scheitel die idealen 
Scheitel des Kegelschnit- 
tes sind, die grössteSumme 
und sind einander gleicb, 
und der entsnreeliende 
Asyaiptetenwinkel, welcber 
der grösste unter allen ist, 
bildet mit dem ihmkugeord* 
netcn Ac h senpu n k twi n k el , 
welcher gleich \ull ist, die 
kleinste Summe. 

• 

8) Gehen wir noch einmal zur Fi|;|^ur des ersten Beweises der 
▼erigen Sätze (links) zurück; doch sei jctst J^IU ein Dnrckmesser, 
dessen zugeordneter den Nebenwinkel fen bälftet« so ist iMl 
= JVdt und JUa^ s= ma = a«9 also 

Wiederholt man diese Betrachtung in Aniehun^ der übriges 
drei,*Ton or, a^ gebildeten Winkel^ so erhält man ein dem Kegel- 
schnitte umscbriebencs Rechteck^ dessen Diagonalen die conatante 
Grösse 2it/a haben j also darf man schliessen: 

9. Die iScbeitel aller rechten Winkel, welebe einer 
Ellipse oder Hyperbel nma^brieben sind, liegen anf dem 
Onfange eines mit dem Kegelschnitte concentrischen 
Kreises, und je zwei Sehnen dieses Kreises, welche 
durch die Schenkel dieser rechten Winkel bestimmt 
werden, haben die Länge zweier zugeordneten Durcb- 
aiesscr der Ellipse. 

Da nun swei involntoriscbe Strablbftfcbel ungleicliIiegeDd in* 
volutoriscb-gleicb sind, wenn ihre Banptstrablen reoble Winkel 
bilden^ und da zwei involntoriscbe Gerade ivrolntorisch-gleich 8in4 
wenn einer ibrer Hauptpunkte nnendlicb- entfernt ist, se felgtt 



10. In der Ebene einer je- 
den Ellij)äe oder Hjperbel 
liegen dte Mittelpunkte al- 
ler nngleichliegend involn- 
terisch-gleicben Strablbü- 
schel, welche von zugeord- 
neten barmonischen Pola- 
ren scebildet werden, auf 
dem IJmfaoge eines mit dem 
Kegelsebnitte coacentri- 
sehen Kreises^ dessen Dnrdb* 
«esser die Diagonale des 
von den Achsen gebildetatt 
Rechtecks iet 



10. Die Ellipse besitzt in 
ihrer ganzen Ebene keine 
Gerade, deren zugeordnete 
barsieniseb# Pale lnv«lnta> 
riseh-grl eiche Gerade kil* 
dea{ dagegen hat io der 
Ebene der Hyperbel jede mit 
den Asymptoten parallele 
Gerade, und in der Ebene 
der Parabel jeder D«rck* 
■esaei 4iase fiig««aeliifft 
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Bei der gleichseitigen Hvperbel» welclie rechtwinklii^e Asjm- 
ptoteD hat, sdiwindet der Kreis (links) in den Mittelpunkt der 
Curve zusammen, und bei der Parabel, wie aus dem ^'olgeoden 
lienrorgeli«!! mrdf ar^et er io eine "Gerade aus. 

4) Wenn doao PoDkt JT gibt ^ deuen Strahlen . als zu^* 
ordnete harmonisclie Polaren in Bezug anf einen Kegelscbnitt, ein« 
lavolutioo der rechten Winkel bilden, so miiss derselbe, d.i eine 
solche Involution gleicliliegende Gebilde enthalt, innerhalb dei 
Kegelschnittes liegen; und er muss zu einer Aclise c^eliären, weil 
sonst eine mit der Achse parallele Gerade auf der ihr zugeordneten . 
bariioniseliett 'Polare niclit senkrecht stehen könnte. 

a) Man denke sich von dem fraglichen Punkte JT nach den ' 
Berührungspunkten zweier beliebigen Tangenten die Stralen py 
nach den Durchschnitte heidnr Xiin|«nl«n. den Strahl «r und *ain* 
serdani die dem m zugeordnete, an? ib« sank rechte haraionisoha 
Polare a, gei0|fen , so geht die BerShrungssehne dieser Tangen- 
ten, als harmonische Polare eines auf a liegenden Punktes^ durch 
den auf /7, liegenden harmonischen Pol von schneidet also die 
vier Sirubien a^^ q in vier liarmonischen Punkten, und da 

nun diese Strahlen selber harmonisch sind und a zw a ^ rechtwinklig 
«il^ a# hilfte« 4i« Siraklnn a, a>| die toh q eingesehlna» 
tenan Wiakal und NehenwInkaL . 

^) Rs seien s.ofbrt swei feste , nnd A^ eine beliebiM 

dritte Tangente, ans JF* seien nach ihren Beruhmoppnokten die 
Strahlen //, ^, und nach den Durchschnitten van 3^ m\x A^ Ax 
die Strahlen u, ar, gezügen, so ist 

!©. ffp = 2B. ar 
9B. aj^=9B..«.r; also 

lEB. «^»rbiS. .#,7=®. «rdb®. ar,r=:& arar,, 

wo die oberen oder unteren Zeiciten zu nehmen sind, je nachdem 
r zwischen oder ausaerhaii) q liegt. Es ist aber 2B. pq ^ 

««, -l-SfB. apzk:^, a^q =^2 SB. also ist 2ß. aa^ von , 

nnTeranderllcher Grösse. 

ey Inshesondere seien jetzt A^ A^ die Tangenten in den Schei- 
teln einer reeNen Achse; welche den Piafekt /^enthalten wBrde 
denn auf einer idealen, deren sämmtlicbe Punkte ausserhalb des 
Kegelschaittes liegen, kann nicht sein — so ist jetzt der so eben , 
mit pq bezeichnete Winkel =2/<, also der Winkel für eine 
beliebige dritte Tangente A^z=R. Beschreibt man also über dem 
von yi, inlerceptirten Segmente der A^, als Durchmesser, einen 
Kreis, so schneidet er. wo möglich, die Achse in zwei Punkten, 
daran jedar ain soleher Punkt M* iat. 

1b der Thai, da die iiai«onisclie Ralaw des Punktes JP nnak 
dem unendlich entfernten Durchschnitte von A^ Ay geben muss, 
welche mit A^ ein dem Kegelschnitte umschriebenes Dreieck biliien, 
so sind die rechtwinkligen Strahlen Oj welche mit den bei- 
den anderen Ecken dieses Dreiecks verbinden, zugeordnete harmo- 
nische Polaren^ und da bereits die Achse und der in JF auf ihr 
senkrecht« Sltahl ein anderes Paar dieser Art bilden, so aiiissen* 
(nach f# «.) alle Paare .angeordneter hacmanisebar Pqlarao» 

18* 
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velehe durcli diesen to beatiiimten Punkt P gebeto, zir ainMder 

rechtwinklig sein. 

Sind m, m, die Berührungspunkte vun und o, ttj ihre 

Durchschnitte mit yi^. so sin«! die Drpirokr /'mo und /^,ai ähn- 
lich, also /\n : ma = mga, : und /'m. Fm, = ma. mag, aber 
ma.mai ist corisfant und den Unndrate der halben anderen Acbie 
gleich, also findet- man aneh die beiden Punkte , wenn man 

bei der Ellipse die eine Achse seiher, bei der Hyperbel deren Ver- 
längerungen so thcilt, dass jene Bedincfung erfüllt wird. Zugleich 
folgt hieraus, dass nur Vie grosse Achse der Kllipse solche Punkte 
F, Fl enthält. 

Für die Parabel üodet inao den Punkt F* indem muo, freno 
A die Turiinodcne SEcbeiteltangente ist, in « aaf ein« Seakreebie 
errichtet, welche dl« Achse In F schneidet. Denn die dieser Senk- 
recbten angearditete bnrmoniscbe Polare filr F ict mit A^ iMraUel 

d) Noch einfncher und direkt überzeugt man sich von der 
Exisleu£ des Punktes F mittels des ihm zugeordneten Achscupuok- 

ies* Denn setit man in der Relation rog'a — tng*a| = ^ deft Win- 
kel alur die Ellipse und «, für die Hyperbel ss^A so iet Wiug- 

lich tang'a, =J^?lzi^ nnd tng*a =r und fdr die Pars- 

bei a=. a^ z=z\R. Also ist der Punkt/' allemal aut einer reellen 
Achse vorhanden, welche grosser als die andere ist; und man er- 
halt hiermit zugleich eine neue Construction von F, welche darauf 
binanslftuftf an den Kegelschnitt eine .Tangente von gegebener 
Richtung zu legen. 

Jeder Punkt in der Ebene eines Kegelschnittes, des- 
sen sämmtliche Paare zugeordneter harmonischer Pola- 
ren zu einander rechtwinklig sind, heisst ein Brenn- 
punkt des Kegelschnittes, jeder Strahl desselben eine Zuj:^- 
linie uud jeder Wiukel, desseu Scheitel er ist und dessen Schen- 
kel nacb den Dnrchacbnitten sweier Tangeoteu A, A^ mit einer 
beliebigen dritten gehen, der wmA^A^ gehörige Zugwinkel. di^ 
ses Brennpunktes. 

11. Ein jeder Kegelsehnitt bat «wei BreuBpoBkte, 
welche bei der-^Ellipse auf de» grossen Aebse^ und bei 

der Hyperbel auf den V^erlängerungen der reellen Achte 
liegen und dieselbe in je zwei Segmente theilen, deren 
Rechteck dem Quadrate der halben kleinen oder idealen 

Achsegleicbiät. 

12. Gehen von einem Brennpunkte nach den Berüh- 
rungspunkten irgend zweier Tangenten zwei Strahlen, 
so wird der von ihnen eingesebloiaette Winkel durch 
den nach dem Dvrebtebaitte der Tangenten gebeaden 
Strahl gebälftet 

13. Der nn zwei festen Tangenten gehSrige Zugwii- 
kel ist Ton unveränderlicher Gröfse und zwar dem bei* 
ben Winkel gleich, welchen die nach den Be.rübril nga* 
punkten gehenden Zufi^linien ei nschliessen. 

14. Der zu zwei Tangenten gehörige Zugwinkel, 
deren BerühruDgssehae eine Zuglinie ist oder deren 
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Durchschnitt auf der harmonigcheD Polare 46t Bjr«&»- 
puoktea H^K^» ist ein rechter. ■ 

Geht \m Pelle der Perabel die verilnderllele Taegente in. 
die «neadliek entfernte Tangente iifcer, ee weiden die Znglinien 
A, Fa^ deo TangenteD A^xä^ parallel, so dass ®. «iPa, dem 
von A, At gebildeten nnd swer von der Perabel abgewenJeten 
Winkel gleich wird: 

15. Die Durchschn ittspii n k te dreier beliebiger Tao- 
reDten einer Parabel liegen auf dein Umfaoge eioee 

'Kreiee'i, weleber durch den Brcnnpjiokt gebr. *. 

Ist S der Durchschnitt der Tengenten A^ A^ einer Parabel, . 
•0 ist kreft des vorigen Satzes auch noch 3. aa,F=:& 9J3F\ 
Tariirt man also die Tangeulen A und A^y so ful^^t: 

16. Die Fus 81) unkte aller Zuglinicn, welche mit den 
verschiedenen Tangenten einer Parabel einerlei Win- 
kel bilden, liefen auf einer und derselben Tangente, 
tnd nwar^ auf der Tengente \m Scheitel, wenn dieeer 
Winkel ein rechter ist. 

Ks sei jetzt m der Berühron||^spuokt einer beliebigctr Tangente 
eines Kegelschnittes, und a, b seien die nurchschnitte derselbeo mit 
der grossen oder reellen Achse^ welche die beiden Brennpunkte 
• enthält, und mit der Tangente in dem einen ihrer Scheitel; 
»an siehe die Zuglinien /\n, Fh^ F^m. F^h-, so ist (nach 12> 
lowohl 9B. mJPbss:®. aFb, ele Ä mFaSsss®. aF,h, eleo bet 
iun nach eines bekamiten ElementaKsetse die Proportionen: 

Fm : /\i = bm ; ba; F^m : -Fja =^ bm : ba, ^ 

folglich iat /^;Fa=:/*,ni: /^,o, woraue dnrrh tfeikebning dee 
gedachten Satzes sich ergiebt, dass der SEB. FmF, bei der iiyper- 
bei, und sein Nebenwinkel be.i der Kllipee durch die Tangente ib 

Hl gehälftet wird. 

17. Gehen nach einemPunkte auf dem ümfana:e eines 
Kegelschnittes von beiden Brennpunkten desselben zwei 
Zuglinien, bo wird der von ihnen eingescblossißne Win- 
kel o<fer Nebenwinkel durch die Tangente in jeneai 
Punkte gehälftet. 

Sind m, n die Berührungspunkte zweier beliebigen Tangenten 
eines Kegelschnittes und r ihr Durchschnitt, und zieht man die 
Zuglinieu Fm, jPn, Fv, FtXn, /^,n, /'it, und sind ^, 6, zwei be- 
liebige Punkte auf deo Verlängerungen von rm, (tt, so hat man 
folgende Winkelbesiehungen: 

m/V =r mF — 5tJP 
* mF,t = gmF, — gr/^, ; also 

«) für die Ellipsel 

ninl eben ao ^ 

n/V+ ti/'.r SS (d|tiF+ «,lliP») — (d.eFrh «iti?'.). . 
Alber naeh 17. itt 



27» 

mrf ittgleitll ist 



t ■ 

Ä),Für die Hyperbel ist * ' 

mFr — m/', r = (^m F — ömF, ) - (<r-F— ixF, ), 

aber 

mF=imF^^ ^^nFs=i^i\Ft 

«od 

UtfJ*— <irFtgtt/V#*, >*2,t,»#*<; aho hat 

mFv — m/\i- = /'r/', — 2 . 6i/\ 
n/> — n/'.r ÄS FvF, — a . «.r/*,. 

tf) Eodlieh ist (nach 12) fBr die Ellipse 

m Fv = tiFvj mF» r = n-F, r j 
Qttd für die Uyiierbel 

«Im luMit för beide 

ivF=i^vF, 
«ad deihaib für die Ellipse 

mFt -+- niF^r = im/*» + i mF, n =is — mrn, 

ftr die Hyperbel 

18. Die Zuglioien, welche- deo Durcheebnitt aweier 

Tangenten mit den beiden Brennpunkten verbiodea» bil- 
den mit diesen Tangeeteo gleiche Winkel. 

19. In der Ellipse oder Ryperbel ist beztiglicb die 

Summe oder Differenz der zu zwei festen Tang-enten 
gehörigen Zutc winket hei der Brennpunkte dem einen 
von diesen Tangenten eingeschlossenen Winkel gleich. 

Ich schlie.sse diesen §. mit der Rntwir.keiung einiger Eigen- 
schaften der Brennpunkte, vnn denen die sogenannte («eumetrie der 
Grösse oft die übrigen h^genschaften der Kegelschnitte überhaupt 
herleitet, und um derentwillen, wie es scheint, Herr Poncelet lur 
Theorie der doppelten Berührung seine Zafl«elit nimmt. 

Bine beliebifire Tangente berühre einen Kegelschnitt in ^ oad 
schneide eine Haupt- Scheiteltangeote in a; von a sei aaf die Zug- 
linie F% oder J^iii .eine Senkrechte oai| {(eftltt, deren Fuaapa^kt 
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ni|^ und et sei m der Scheitel de« Keffelscboittes. von dem ffere- 
det wird: lo in (siicb 1») \ , 

«Im- 

20. Zieht man vod «in^n beliebigen Punkte der Tan* 
ffente im Scheitel der gfrosaen oder reellen Achse eines 
KegcIscbDittes die aweite Tanj^ente an denselben, und 
fällt auf die Zuglinie, welche den Beriiiiruugs{i unkt der 
letzteren mit einem lirenopuokte verbindet^ von jenem 
Punkte eine Senkreebte, so liefren. die Fimspunkte ei« 
ler dieser Senkrechten nnf dem Umfange eines KreiseA» 
der jenen Brenni^Bi^kt snm Mittelpunkt und die JQlntfer- 
Dung desselben von jenem Scheitel zum Halbmesser hat, 
und zwar gibt es vier solche, paarweise concentriscb« 
Kreise. 

Aebnliche Sätze gelten nnter Modificntionen von den beiden 
Anderen Sebeitetonngenten, ja ven vier beliebigen fetten Tangenten* 

Eä werde in der vorigen Fignr die Tangente aq von der bar« 
■oniscben Polare des Brennpunktes F in Z geschnitten; von <|, a 
seien auf dieselbe Poitire die Senkrechten qy, aa gefällt, (leren 
Fnaapunkte a sind, und Z mit F verbunden, so verhält sieb 

indem /\) und FZ zugeordnete harmonische Polaren, also recht- 
winklig zu einander sind; und da nun : F^ = aa : Fttl^y aber 
aa und JPnii constant sind, so ist auch das Vcrbältniss MiFq für 
alle Punkte q constant. Bei der Parabel ist aa=:Fmi also qy=: 
Fq, und in allgemciinen*FnUer wenn n der Gcgrenscbeitel von m, 
nnd wenn f der zugeordnete Acbsenpnnkt von Jr ist, bat man': 

oa : Fm= fm : Fm = fn : -^=s fn — fm : — Fm = mn ; FF^^^ 

d* b. den Verbältniss der grossen oder reellen Achse cur Ezcen- 
tricität gfeich. 

21. Das Vcrhältniss dejr^ Abstände eines beliebigen 
P/U nktes auf dem Umfange einesj Kegelschnittes von ei- 
nem seiner Brennpunkte und von der harmonischen Po- 
lare des letzteren ist constant, und zwar im Falle der 
lütlipse und Hvperbel dem der Bxceotricität zur grossen, 
oder reellen Acbse, nnd in Falle der Parabel den der 
Ei oheit gleich. 

Verlängert man die mit mn Parallele q^ über q hinaus, bis sie * 
die harmonische Polare des zweiten Brennpunktes F^ in ^^ schnei- 
det, und ist f, der zugeordnete Achsenpunkt von F^^ iüSf der Mit- 
telpunkt des Kegelschnittes, so ist für die üllipse 

, a fp, r= ff . SS SiVr, 

nnd für die Hyperbel 

V — <l7s = ^^i ff 1 = 2^f» 
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und % leidf 

alao Mch für die erster« 

• * • 

und für die letxtere 

« 

; , /'q — /^,q:(jrq~7,q = rq — /',q:2illf=jPr, :mn. 

Aber CS ist Mn» = iVF. iVf, also Mm'.M^=MFt Mm oder tWitUff 
SS FJPi i mtl. Folglieh ist bezüglich sb iT, q s tnil. 

22. In jeder Ellipse ist die Summe und iu jeder Ht- 

&erbel ist der Cuterschied der Abstände der beiden 
TODB^iiiDlrte »voo etii«m belioblgon Pndkl« des Ünfw« 
ges besuglicb der gr'oeten oder der reelleih Aekee gleieh 

.Dieser Satz irgiebt 4ch übrigens sehr leicb^ auch aus den 
Ilten Satze. 

Verlängert mun i^,q über q hinaus und fällt von F oaS die 
l^angenlo'in q eine Seokreebte. welefie sie in a ud die^J^ief 
schneidetvao ist SB. Fqa = ®. fqa 117), elso =r fa, uod da aacb 
MF=MF,. so ist die Gerade ilfa parullol /",f, also FFiiFU 
sb/'j : JVaz^^a» BDd da =si*,q±/lqs;|iin, so k ift 

23. Die Fusspunkte aller Senkrechten, welcbe aus 
den Brennpunkten aof die Tangenten einer Ellipse oder 
Hyperbel gefällt werden, lleged auf dem ümfange eisei 
Kreises, dessen Durchmesser die grosse oder reell« 
Achse des Kegelschnittes ist. 



(Wird fortgtsetit.) 
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XXXI. 

Ueber die Transfonnation der Figuren in an» 

dere derselben Gattung;. 

Von 

* Ham Piofessor C. T. Anger 

. SU Dttisig« 



Die allgemeinste Lösung des Problems: Figuren in andere der- 
. selben Q^ttuug zu transformiren , wird, wie es scheint, durch die 
Pertpeetife, and iw«r, wo es sieb um die Transformation körpei^ 
lieber Gebilde bandelt, ' dnreb die Basrelief- Perspektive geboten» 
ja wir mrd«B uns sogar ilbarseiigen , dass diese ^ wi gewisse ' 
Weise speeialisirt , auch geefgnet ist, für eliene Figuren eine alU * 
gemeine Transtormatiun darzubieten. Wir beg^innen mit einer hier* 
ber gehörigen Aufgabe, welche Newton im ersten Buche der Prio- 
cipiA, Lemma XXII, vorträgt, von der sich aeigen lässt, dass sie 
•in besonderer Fall der Perspective ist. Du eine gennae Blneielit 
Ib dne Weeen der Newtonaebea Metfaede wÜMcbesswertb tat, m 
ing eine .OebereetsBng jeii«r AiifläMiBg der folgenden BotmdbtiMf 
vornngeben* 

Figüren In.nndere Figuren derselben Gnttnng 

nninownndeln. 

Es sei (Taf. V. Fig. 1.) irgend eine Figur NGI umzuwandeln. 
Man siebe beliebig die beiden parallelen Geraden BJL^ welche 
irgend eine dritte, ihrer Lage nach gegebene AB in A und B 
, achneiden, und von irgend einem Punkte G der Figur nach der 
Geraden AB eine Gerade GD parallel mit OA, Ferner siehe 
■iin Ton einem beliebigen in der Linie OA gegebenen Punkte. 0 
iincb des Funkte D die Gemde OD^ welebe die ßLia d trifft, 
und VOM DnrcbschDittspunkte die Gerade dg^ welcbe einen helie. 
bigen gegebenen Winkel mit der Geraden BL bildet, und zu Od 
dasselbe V'erhültniss hat, wie DG zu ()D\ dann wird g in der 
neuen Figur bsi ein Punkt sein, welcher dem Punkte G entspricht. 
Auf dieselbe Weise werden die einzelnen Punkte der ersten Figur 
oben so viele Punkte der neuen Figur geben. Niainit mßm dnler 
aa« dnss der Punkt O mit stetiger Mewegnng alle Punkte der er» 
ntttt Figur durchlaufe, so wird der Punkt g mit ebenfalls stetiger 
Bewegung nUe Punkte der neuen Figur durchlaufen, und dieselbe 
beschreiben. Der Unterscheidung wegen heisse DG die erste und 
die neue Ordinate; AD die erste und ad die neue Abseile» 
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0 der Pol, OD der Schpeidestrabl (radiui abscindeos), OA der 
erst« Ordioatenstrahl nu^' Om (darek wvleke das Psrallelograsui 
O^Bii Tollendet wird) der Den« Ordiaatsostmlil. 

Ich behaupte dud, dass^wemi, dep Punkt O eine ihrer Lage 
nach gegebene Gerade triflft, auch der Punkt sr durch eine ihrer 
Lage nach gegebene Gerade getroffen wird. Wenn der Punkt O 
durch einen Kegelschnitt getroffen wird, so findet datgelbe auch im 
Punkte g Statt. Der Kret» wird hier den Kegelschnitten zugezählt 
Weno ferner deti l^akt ^ eine Llnfe der dntteti Ordoiiiig triA, 
eo ist dasselbe auch isi Ejinkte g der Fall, und ebea so bei den 
Linien der höhern Ordnnngeo. Die. beiden Linien, welche die 
Punkte G und g treffen, werden immer yon einer und derselben 
Ordnung sein. Wie sich nämlich ad zu OA verhSit. so verhält 
sich Od zu OD^ dix zu DG und AB zu AD\ demnach ist AD 

gleicb ^^^^^ und DG gleich 21^^ Wenn nun den Punkt Q 

eine Gerade trifft, und daher in irgend einer Gleichung, welche 
die Relation zwischen der Abscisse AD und der Ordinate DG ans- 
dräekt, jene Unbestiminten AD und DQ nur bis xu ei n e r Dimension 

nn&tdgen, ^o.wird,' indem man in dieser Gleicbung ^ ^f" ^ 

AD und ^Jl^* (ÄiDG schreibt, eine neue Glei«bi|ng entstehen, 

in welcher die nnve Abseisse ad und die nenn Ordinnte dg nnr 

eine Dimension erreichen, also eine Gleichung, welche eine gerade 
Linie ausdrückt. Wenn aber AD und DG (oder eine von beiden) . 
in der ersten Gleichung auf die zweite Dimension steigen, so wer- 
den auch ad und dg in der neuen Gleichung dieselbe Dimension 
•rreieben. •Oaeeelbe gill toIi drei nd nebrern DiMeniionen. Die 
Unbeetiit«tM'««/mid dg in der sweilnn Cleiehung, «nd AD nnd 

in: -der ersten, erreichen knaer dieselbe Anzahl von Dimen- 
sionen^ weshalb auch die Linien, welche durch die Pnnlctn O nnd 
g gehen, von einer und derselben Ordnung sind. 

Ich behaupte ferner, dass wenn irgend eine Gerade die krumme 
l^inie in der ersten Figur berülirt, diese Gerade, auf dieselbe Weise 
mit der krummen Linie in die neue Figur fibertragen, jene krnmme 
Linie in der neuen Pigvr bei^Mti wird, «nd umgekehrt Wenn 
nftmiieh swei Punkte einer kmnncn Linie sidr gegenseitig nftlicrfl« 
nnd in der ersten Figur mit einander znsammenf.inen , so werden 
^Dch dieselben Punkte, wenn sie übertragen sind, sich einander 
nähern, und in der neuen Figfr zusammenfallen, weshalb denn 
auch die Geraden, welche diese Punkte verbinden, zugleich Tan- 
genten dnr kffnnnnen Linien 'beiden f igwren sein werien. . tti 
IiesseD sich für diese Behauptungen nach Beweise meliT nnek gen* 
metrisciier Art geben, ich will mich aber kurs ansdrücken. 

Wenn niso eine geradlinige Figur in eine andere umzuwandeln 
ist, so reicht es hin, die Durchschnittspunkte der Geraden, durch 
welche sie gebildet wird, zu übertragen, und dieselbe in der neuen 
Flg«r dvreb ISernde «n rcrbiodeo. Wenn aber eine kmmmlioige 
Pigar nmgeftmndelt weiden no arind di« Pnnkle, Tangenten 
ind andere gerade Lttoien,' dnrih welche die krümme Linie be- 
stimmt ' wird , zu übertragen. Dieses Lemma dient nur Auflösung 
sehr schwieriger Aufgaben, indem man dadurch gegebene Figuren 
in einfncbere umwandelt Denn irgend welche snsammentreäende 
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Gerade werden in parallele Gerade umgewandelt, indem man für 
dea ersten Ordinatenstruhl eine beliebige, durch den Durcbscbnitts- 
pvakt der beideo GeradeD gebende Gerade aminoit:- und »war dea- 
■alb, weil jenes ZasanunentreffeD uoter dieser Annahne ios Uoeud- 

liclie fällt, Linien aber, welebe nach eiaeai unendlicb entfernten 
Punkte ihre Richtung haben, mit einunder parallel sind. Die Auf- . 

fabe wird alsdann in der neuen Figur gelöst, wenn oian durch 
ie umgekehrten Operationen diese l'igur in die erste umwandelt. 
Dieses l^emma ist auch nützlich bei der Auflösung körperlicher 
Aufgaben. So oft oänlich zwei Kegelscbaitte vorkommen, durch 
deren. Durchschnitt die Aufgabe gelöst werden kann, so lässt sieb 
eine von ihnen, sie sei nun Hyperbel oder Parabel, in eine Ellipse, 
und darauf diese KIlipsc leicht in einen Kreis umwandeln. KUen so 
lassen sich eine Gerade und ein Keu^clschnitt , bei Aufgaben der 
ebenen Geometrie, in eine Gerade und einen Kreis umwandeln. ' 



Diese Methode Newton's für die Ümwandelung von Figuren 
in andere derselben Gattung ist eine Anwendung der gewöhnlichen 
Perspective. Denkt man sich nämlich die ebene Figur liGJ um 
AI als Achse gedreht, so dass ihre Ebene mit der des Papiers 
einen gewissen Winkel bildet, so kommt auch BH ans der Ebene 
des Papiers beraus und tritt in den R'anm ein. llimmt man nun 
die Ebene, in welcher AJ und iff/T alsdann liegen, als Bildfläche 
(Projeclionsebene), den Punkt 0 aber als «las Auge an, so ist klar, 
dass, da die Geraden BI und Ba mit dem Punkte O in einer 
Ebene liegen , die perspcctivischen Projectionen aller Punkte der 
Geraden BI in die Linie Ba fallen müssen, also z. ß. die per* , 
sneeÜTische Projection von D ist Es sind aber alle Geraden wie 
GM^^ welche mit Bi$ parallel in der Ebene des Papiers liegen, nacb 
ailblg^ter Drehung, noch parallel mit der als Bildfläcbe angenom- 
menen Fhene, und müssen daher in der pcrspectivischcn Projection 
ebenfalls als parallele Gerade erscheinen, auch muss wegen Aehn- 
liclikeit der Dreiecke sich DG zu ihrer perspcctivischen Projection 
wie DO IM dO verhalten. Der Winkel^ welchen die perspectivi* 
acbe Projection von GD mit* dm bildet, ist endlieb offenbar ffleieb 
dem >coDstanlcn Winkel, um welchen GD gedreht wurde, nämüeb ^ 
gleich dem Winkel, welchen das QD in der Ebene des Papiers 
und das GD im R.nnne mit einander bilden. Denkt man sich nun 
die Bildflache um Ba gedreht, bis sie in die Kbene des l'apiers 
fallt, so erhält man die Newton'sche Figur, mittelst welcher die 
Ua Räume ansflstellenden Operationen in der Ebene ansgefHbrt we|^ 
deo. -? Was die Kigenscb&ften eincHs perspectlvlscben Bildes' in 
Bezieliung auf die pri^idrte Fignr betrilA:, so lassen sieb diese im 
Allgemeinen am einfachsten erkennen, wenn man die geometrische 
Operation analytisch auffasst. Rezeichnet man nämlich die recht- 
winkligen Coordinaten eines zu projicirenden Punktes durch .ar, y 
und die des Auges durch X, F, Z, und nimmt man, der Ein« 
fachbeit wegen, die Bildllilcbe der Coordinaten -Ebene der oi» pa» 
rallel aä, so dass ibre ClIeicliAng yrssa Wird, dmrch welche An- 
nahme die matbematische Allgemeinheit nicht beetntrftebti^ wird, 
so erhält man, wenn af^ffyvl die Coordinaten des perspecttvisdraa 
Büdea bedeuten: ' ' 
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welche Ausdrücke in Beziehung auf a:, y und % nur von der ersten 
Dimension sind. Daraus geht aber hervor, dass die Projec(ion einer 
dirve von keinen höheren Grade all dieee idbit eele 'kann , an^ 
ergiebC licli ans dieseq ^uidruckeo, dam^ weaa irgend eine Gerade 
die an projicirende Curve i»ernhrt» aach m der Projectioa eine Be- 
rfibrung Statt findet u. s. w. 

Chasles sugt von der obigen Metbode Newton's in seiner 
Geschichte der Geometrie unter dem Artikel Newton:*) Dieser 
ausgezeichnete Geometer gab eine sehr einfache geometrische Con- 
■trncdon nnd eiaeo eben so eiafacben analytiflehen Ansdrupk für 
die transforaiirten Figuren, ebne jedoch den Weg erlceDoen an 
lasaen, avf, weielMm er' an dieser Transformationsart der Figuren 
gekommen war. und in diesem Umstände liegt vielleicht auch der 
Grund, weshalb sie seit jener Zeit wenig bearbeitet ist; denn der 
Geist bat immer einige Bedenklichkeit und einigen Widerwillen 
gegen das, was zwar die auffenscheinliche Gcwissneit für sich hat, 
wobei man aber Nicbts fiodef,' wodureb das eigentliebe Verbältnisi 
der Sache erklärt und dargetban wird. Wir haben nns sorgfältig 
bemüht, diese Methode mit der des De La Bire zu- Ter|fleiebeD, 
um die Unterschiede aufzusuchen, welche sie characterisiren und 
vielleicht der einen vor der andern einen Vorzug geben könnten, 
indem wir dadurch den Faden aufzufinden hofften, an welchem New- 
ton geleitet wurde; und wir haben dabei erlcanot, dass seine Fi> 
guren keine andern eJa die des De La Hire waren, nur in einer 
andern geffenseitisren Lage» und dass man sie auch durch die Per- 
apective erlangen kann, wenn man sie hernach in eine und dieselbe 
Ebene legt, nur in anderer Weise, als es De La Hire gethan hat. 
Diese Art ist es wahrscheinlich, auf welche Newton seine Methode 
erdacht hat,** Chasles deutet darauf in Note XIX. die Ableitung 
an* Wenn der berübmte Geometer in deaa UMstande, dass New- 
ton Ar seine Transformalion der Figoren keinen Beweis gegebea 
bat, den Gmnd an finden glaubt, weshalb sie wenig bearbeitet wor- 
den sei, so erregt dies Befremden. Wie viele mathematische Wahr- 
heiten sind und werden nicht noch heute bloss als Sätze hinge- 
stellt, deren Beweis dem Leser überlassen bUibtl — Nicht Wider- 
wille gegen solche Sätze stellt sich ein, sondern diese F,orm der 
Mittlpeiinng ist für den Leser gerade anregend, indem er genöthigt 
wird, in dus Wesen der Saobe selbststSodi^ einzudringen. Ungleich 
wahrscheinlicher ist wohl der Grund einer Nichtbeachtung der 
Newton'schen Transformation der, dass diejenigen Mathematiker, 
welche sich mit solchen geometrischeu Betrachtungen beschäftigten, 
in jenem, der mathematischen Physik gewidmeten Werke des un- 
aterbliehen Newton dergleichen nicht juchten. 
. Was die Metbode des .De La Hire für die Transformation der 
figwen betrifft^ so werde ieb seigen, daw. sie ak ein'gana spe- 



*) 8obnet[s'a Ueberseksaag S. 112. 
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cieller Fall der Basrelief-Perspectn e zu betrachten ist, welche letz- 
tere in der That die allgemeinste Uuelle verschiedener in der neuem 
. Geomet|-ie gcbräuchlicheD Metboden zu sein scheint Da die ge- 
wShnliehe Perspecthre, welche in diesen Tbeile der Geoneirie mit 
so glücklichem Erfolge bogewandt -wird, nur ein besonderer Tbeil.. 
oder vielmehr ein specieller Fall der Basrelief- Perspective ist, so 
geht schon daraus die grosse Allg^emeinheit dieser hervor. Ich habe 
loi Jahre 1834 eine kleine Schrift unter dem Titel: Analytische 
Darstellung der Basrelief-Perspective'* herausgegeben, in 
welcher ich die von Breysig in seinem ,, Versuch einer Br* 
tftuternog der Reliefsperspective, Magdeburg bei Kell 
1798'* zur Construction der Basreliefs gegebenen Regelo in die 
analytische Sprache Sbertragcn und darauf rernere Cntersuchungen ' 
gegründet habe. Dieses Werk von Brejsig war mir längst bekannt, 
als ich Herrn Poncelet's ,,Traite des propriet^s projectives 
des figures, Paris 182 2 kennen lernte, ich überzeuarte mich 
bald, dass die Metbode zur Constructioo der Basi'elicfs^äcbe der 
' berObmte Verfasser In dem Soppl^aeot jenes elassiseben Werkes a^it^* 
theilt, mit den von Breysig gegebenen Vorschriften, wenn gleich 
nur im Wesentlichen, vollkommen übereinstimmt, während die 
Darstellung, wie sich erwarten iHsst, verschieden ist. ich nahm 
darauf Gelegenheit, Herrn Professor CG. J. Jacob i die Mitthei- 
lunff zu machen, dass die Methode des Herrn Pouce|et schon 
früher Ton Breys ig erfooden sei, und derselbe hatte die grossd 
Gfite, bei seioer ersten AoweseDheit in Paris, 1829, Herrn Pon- 
eelet davon mündlich in Kenntniss zu setzen, welcher letstere 
(fenn auch im Jahre 1832 die Priorität der Erfindung Breysig's 
öflentlich anerkannte, indem er in seiner Abhandlung: Analyse 
des transversales*', welche im Cre Neschen Journal, Band VIII» 
enthalten ist, S. 397 sich wörtlich wie folgt darüber ausspricht: 
„Je profiterai en mdme tems de eette oeeaslon, pour pr^veoir qn'en 
i^digeant la mati^re.des No. 584 et suivans du Supplement du 
niftme ouvrage, concernaot la perspective des bäs-reliefs, j'igno« 
rait completement qu'il existat en Allcmagne, sur cet ohjct, un 
errit tres bleu fiiit'ayant pour tifrn: Essai d'une th^orie de 
la perspective des relict's, disposce de maniere ä servir 
en meme tems aux peintres, par J. A. Breysig, professeitr 
dea beanx arts ä l'^ole royale et proVinciale de 'Maffdeborrt ist' 
prind dans cette ailme Tille, ehes Georg Cbristiaa Keil (annde 1798).** 
„Ce petit onvrage qui m^riterait d'Stre traduit dans notre 
langue, forme un vol. in 8vo de 134 pages, accompagn^ de 
11 planches, et qui conticnt, sur le trace des bas reliefs, des pr^ 
ccptes qui, pour le fond, se trouveut d'accord avec ceux que j'ai 
Boi mdme etablis a Tendruit cit^ Je dois lu coonaisianee ^e ce 
livre a Pamitid dn e^lfebre Doctenr Jacob I de Koenigsberg, qni; 
lora de son voyage en France dans Pann^ 1829 , m^eo toneba 
quelques mots, et daigna m'en adresser un exemplairc an commen- 
cement de Pann^e suivante, ce dont je le prie de vouloir biea 
agr^er ici l'expression de ma vivc et sincere reconnoissance." 

Mit dieser Erklärung steht eine, ungefähr 11 Jahre spätere 
Erkl&rnog des berQbmten französischen Geosieters,' welche sieb ist 
Compt^ rendn des seances de Pacademie des sdenees, vom 8. Mai 
1843, S. 952 befindet, im Widerspruche; sie lautet wörtlich so: 
oVojes las endroits d^jä eit^s du Suppl^aant dn Trait^ das 



{irepfUfll« projectiv,««, notamment ceiir«iii etnipernmilUpivr- 
spective ou firoj^ctioD centrale des r6liefs, que dous avons 
g(^.oeraleinent uoimnee homolot^ie des fijj^ures. Je saisrrai cetle 
occasiou pour präsenter, uu sujet de In tliporie de Ia perspective 
clee feliefs duunee dans ce meine cudruit, uoe remurque coucernant 
pr^teadae coiifiHiBiCä qai exitterait eotre eette tb^orie et lea n^- 
tbodes pnitiques exposees dans la Perspective des reliefa pa* 
bli^e ä Magdcbourg, eo 1798, par J. A. Breyaig, ooDforiaitö qae je 
me suis trop einpresset de reconnaitre dans une Note ins^ree ä Ia 
pao^e 397 du Tome ^111 du Journal m athe ro a ti que de M. Crelle 
(lo32). (Joe traductioa exacte de cet ouvrac^e ditlus, eutreprisc a 
m recoaiaiaiidatioo, par 51. Polke, sous la direction de N. Bardio, 
l^Dciea profesaenr ans ticolea d*artillerie, % coDTalDCtt cet «stioiable 
professeur que Tanalogie des in^tlip4M n^eziate abfohiinent qoe 
dans le titre. J'ai d'autant plus de, reglet d^avoir commis ä mon 
pr^judice cette erreur, qu'ellc a (?te depuis reproduit dans T Apercu 
bistoriquc sur Torigiite des m^tUodes en G^om^trie. pu- 
blie par Cbasies« lequel, je dois le recoooattre» se trouvait, moios 
qne noi, k aidiii« dVa cdosftater PexSatence.*' 

Wir köpneii nur bedauern, daas die Herren P-olke and'Bardin 
nickt tief geniig ,in die beiden .Metbodeo von Erejaig nod Poo- 
celet eingedrungen sind, um sieb zu überzeufcen , dass dieselben 
in der Tbat identisch sind. Die analytische Auffassuns^ der Brey 
sigscben Construction lässt dies leicht genug erkennen. Herr 
Pou celet bat aich nicht im Irrtbume befunden, als er iio Jahre 
1832 die Deberainatupannff beider flietboden aaeritannte. — Da 
nnuie im Jahre 1834 eracliienene annljftiacbe Daratellung nur in 
einer kleinen Afiflage vorhanden war, und wabracheinlich kein 
grosses Publicum gefunden bat, ao erlaube ich mir eine Stelle dar- 
aus hier mitzutheiien. 

Der Raum, in welchem das Bild (das Rasrelief) dargestellt ner- 
'4en .«oll, ist zwar ujach drei Dipteosiooen ausgedehnt, jedoch nach 
einer bin beacbrSnktf wir wellen ibn daber anseb'en, ala zwiecben 
zwei pnrallelen unbegrenzten li)benea entbalteo. Femer wird an- 
genommen, dasa man das Relief für einen bestimmten Geaichti* 
puokt, dessen rechtwinklige Coordinaten X, y, Z sein mögen, 
construiren will. Diejenige von jenen beiden parallelen Kbenen, 
welche denl^ Auge am nächsten liegt, wollen wir die Bildfläche, 
die niidern, nns einem sieb später ergebenden Grunde, die Ver- 
aehwin^nngafläehe nennen; der Kurze wegen aeien diese Bbe- 
nnn einer Coordinaten • l^bene parallel. 

Alle in der Bildfläche befindliche abzubildende Punkte erleiden 
durch die Projection keine 0^ta?eränderuDg, indem bier Gegenstand 
und Bild zusammenfallen. 

Qler Kaum in welchem das Basrelief dargestellt werden soll, 
iat durcb die Biidfliebe «nd die Veraebwindungsfläehe begrenzt, 
demnach werden alle in nuendlicb^r Entfernung Yon der Bildfläcbe 
befindliche Punkte in der Verschwindungsflacne. abzubilden sein; 
die Bilder aller endlich entfernten Puukte fallen in den swiscben 
jenen beiden Ebenen enthaltenen Raum. 

Das hasrelief-perspcctivische Bild lieijt in der geraden LiniC) 
Ifekhe das Auge mit dem abzubildenden Puukte verbindet. 

Qeaeiduiet man die reebtwinkligeu Coordiiiat^n des sa proji» 
üiBnndtn Piinktea dnrcli y^n^ seiner basrelief-perspectivuidien 
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ProjectioD darch ^, j^, x\ und Dimmt man die Bildfläcbe und die 
Terscbwinduog'sfläcbe der Coordinaten- Kbene der parallel an, 
SO bat Mii, weoD y=a, y = j^ reapcctive die Gleichungea jener 
FIMeii «od» l&r die CeordiealeQ dee ffesacltten Besreliefii Ibl. 
geude AiUMlrfieke: . . 



mid nmgekelirt:. 



iß 






















iß 


— rr)::' — - Zy' -|- 





Setzt man a uneodlidi gross, so ergiebt sidi:- 
«> • 



d. Ii. das basrelief.perspeetivisehe Bild bört ift iKeseei Felle auf, ein 
solches SB seife, ünd wird ifeit dem labinbildeDdeii GegettsCande 

ideBtisfii. 

Aus Jonen Gleichungen habe ich io der SttgcfiibrteD Scbrift 
unter andern folgende Sätze abg-eleitet; 

„Die basrelief- persp CG ti V i sehe n Bilder aller paral- 
lelen -LIiiieB treffen in der Verscbwindongsfläche in 
einen Paultfre sosasineii, and twar da, wo eine a«s den 
Auge aiit jener Linie parallel' ffeioffeae die Veraehwin» 
dongsfläche trifft.«* ' 

,,Ein jedes System von geraden Linien im Ranme, 
welche einen gemeinschaftlichen Durchscbnittspun kt 
haben, ka nn als die basrcl ief^perspectiTische Projec- 
ttaa ebea aa Ti«ler unter einander paralleler Liniea 
betrachtet werden.-** 

„Die Form der GleiebvDg lässt obve Weiteres eriaeavea: daaa 
die basrelief- perspectif ische Projectioa aiaer £b«Ba 
wieder eine Ebene ist, und überhaupt, dass die basre- 
lief • perspectiv ische Projection einer Oberfläche der 
»ten Ordnung eine Oberfläche derselben Ordnung ist, 
•a4 daaa, wenn zwei Linien oder Oberflächen einander 
berühren, anch ihre baarelief - perapeetiviacba Fra« 
Jaationen einander bACfibrea »ttaaea.«' 

mDi« P»agacftiaaai> aller paraU/al»a 
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« 

der Verseil wind an gffläche eine gemeinschaftliche Da rch-' 
8l;hnittsliuie.'' 

.,KiD jedes System von Ebenen, tvelchc eine gemein- 
schaftliche iJurcbschnittslinie btiben, knon als die bas- 
rclief • perspectivische Projection ebeu so vieler unter 
einander parallelen Ebenen betrachtet werden." 

,,Dic Kugel ist für das Basrelief dasselbe, was der 
Kreis für das gewöhnliche perspectivische Bild aufeiner 
Ebene ist. 8u wie nämlich die perspectivische Projec- 
tiun eines Kreite» im Allgemeinen eine Ltittie der zwei- 
tcnOrdnung ist, so ist di e basrelief-perspectiviscbe Pro- 
jection einer Kugel eine Oberfläche der zweiten Oi-d- 
n u n g u. 8. w. 

Von diesem letzten Satze habe ich sowohl in der angeführten, 
als iu einer spätem, im Jahre 183() erschienenen Schritt, welche 
den Titel: Beiträge zur analvtischen Basrelief-Perspec- 
tive*' führt, auf die Oberflächen der zweiten Ordnung verschiedene 
Anwendungen gemacht. 

Was die geometrische Construction des Basreliefs betrifft, aus 
welcher jene analytischen 'Ausdrücke abgeleitet sind, so ist sie in 
der Form vorgetragen, dass der Künstler, welcher ein solches Werk 
auszuführen beabsichtigen sollte, dazu vollständige Anleitung er- 
hält, nämlich nach der in der beschreibenden Geometrie (mittelst 
des sogcnunnttn Grund- und Aufrisses) üblichen .Methode. Sie 
wird aus dem Folgenden deutlich hervorgehen: 

Es sei ('ritf. V. Fig. 2.) im Grundrisse A der zu pro^icirende 
Punkt, 0 diis Aiiffe, im Aufrisse A' und iy\ TQ der f>runüriss 
der Bildfläclie, 77' deren Aufriss und IIS und IJH seien dasselbe 
für die Verscliuindungsfläcbe. 

Um den Gruudriss des gesuchten basrelief-perspectivischen Bil- 
des zu linden, ziehe man OA^ in welcher er liegen muss, alsdann 
AB beliebig, OC m\t ihr parallel, und ßCy so ist der Punkt a, 
in weichem AO und BC eiounder schneiden, der gesuchte Grund- 
riss. Für den Aufriss könnte man den Punkt a\ wie die Figur 
zeigt, auf dieselbe Weise bestimmen, es ist aber einfacher, ihn aus 
dem (ifundrisüC auf die in der beschreibenden Geometrie gewöhn- 
liche Weise zu übertragen, da man weiss, doss er in der Linie A O' 
vorkommen muss. Für die Praxis ist es einfacher Aß senkrecht 
auf T(i zu ziehen. 

Nach dieser Abschweifung kommen wir auf die Methode für die 
Erzeugung der Kegelschnitte in der Ebene durch den Kreis zurück, 
welche De La Hire in seiner Schrift: ,,NottveIles methode cd 
Geometrie, pour Ics scctions des superficies coniques et 
cylindriques, 1673,^' und zwar im zweiten Theile, welcher den 
Titel führt: Plaaiconiques'% angegeben hat. Ks ist mir nicht 
gelungen, dieses Werk hier am Orte aufzutreiben, obgleich das 
grössere desselben Verfassers, die Sectiones conicae, 1685, in 
zwei Exemplaren hier vorbanden ist; ich beziehe mich daher auf 
die betren'enden Mittheilungea von Chasles in seiner Geschichte 
der neuern Geometrie. 

Man denke sieb in einer Ebene (Taf. V. Fig. 3.^ zwei parallele 
Gerade HS, PQ nnd einen Punkt O. Durch einen beliebigen 
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Punkt a einer gegebenen zu transforrairenden Curve ziehe man die 
Gerade Oa und eine beliebige Gerade ZfC, welche die I*Q in ß 
uod die JiS in C schneidet. Darauf ziehe man CO und durch ß 
m\t dieser eine Parallele, welche die Oa in ^ schneidet, so ist ^ 
der Punkt, weicher durch den Punkt a gebildet wird, d.h. der, 
dem Punkte a in der ersten Curve entsprechende der neuen. Die 
Curven .selbst in der Figur zu ziehen, schien überflüssig. De La 
Hire nennt die Gerade HS die Directrix und PQ die Formatrix. 

Um die Uebereiustimmung dieser Coostruction mit einem gunz 
speciellen Falle der Basrelief-Perspective einzusehen, überlege man, 
(lass wenn ein Kreis basrelief-perspectivisch gezeichnet werden soll, 
dessen Ebene durch das Auge gebt, die basrelief • perspectivische 
Projection desselben auch in diesem Falle ein Kegelschnitt werden 
müsse. Die Geraden, in welchen jene verlängerte Bbene des Krei- 
ses die beiden Fbenen^ welche wir Bildfläche und Verscbwindunors- 
fläche nennen, schneidet, sind keine andern, als die Directrix /IS 
uod die Fornatrix JP(tt während bei De La Hire das Basrelief a 
als g^egeben^ und der zu projicirende Punkt y# als der zu suchende 
Punkt erscheint, wodurch in Wesentlichen nichts geändert wird. 

Die analytischen Ausdrücke, welche ich in meiner Schrift: 
„Beiträge zur analytischen Basreiiefperspective. 1836" 
für die Aufgabe: diejenige Kugel zu finden^ von welcher 
eine gegebene Oberfläche der zweiten Ordnung die bas- 
relief- perspecti visch e Projection ist, führen unmittel- 
bar zur Auflösung der Aufgabe: denjenigen Kreis zu 
finden, von welchem eine gegebene Linie der zweiten 
Ordnung die basrelief - perspectivische Projection ist, 
indem man nur dort eine Coordinate, das s , gleich Null zu setzen 
bat. Setzt man nämlich das Auge in den Aniangspunkt <ler Cour* 
dinaten, und zieht mit der Axe der o: zwei parallele Gerade, von 
denen die eine um a von jener Axe entfernt ist, und welche 
von einander um & abstehen, und ist die Gleichung des gesuchten 
Kreises 

80 bandelt es sich nur um eine solche Bestimmung der Grössen a, 
6f a, ß and r, dass die gegebene Linie der zweiten Ordnung als 
basrelief-perspectivische Projection jenes Kreises erscheine. 
Wenn nun erstens eine Ellipse durch die Gleichung: 

egeben ist, wo s- die halbe grosse und A: die halbe kleine Axe 
edeuten, so findet sich (Taf. V. Fig. ,4.) 6 = Jb= UT-, a = 

Ist zweitens eine Hyperbel durch die Gleichung: 
gegeben, so findet sich (Taf. V. Fig. 5.) Ä=>&= VT-, az=z ^ ^ = 

Tfcefl IV. 19 
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IVO das negative Zeichen von ß leicht seine Erklärnng findet. 

Ist endlich drittens die gegebene Linie eine Parabel, deren 
Gleicliaog ^ 

so kann (Taf. V. Fig. 6.) 5= £/^T willkührlicb angenommen wer- 
den, und man erhält a = — p=zOT', o = 0; /? = ^z=zOM\ 

Man sieht demnach, wie die Erzeugung der Kegelschnitte in 
der Ebene, mittelst eines Kreises, als eine specielle Aufgabe der 
Basrelief - Perspective hervorgeht. 

Bei dem grossen Rcicbthum der neuem Geometrie scheint ei 
nicht iiberßüssig, verwandte Metboden unter einen Gesichtspunkt zu 
bringen , welcuer einen möglichst grosaen Ueberblick gewährt 
Mnchtp dieser Aufsatz als ein, wenn auch nur kleiner, Beitrag zu 
jener Aufgabe betrachtet werden dürfen! 



xxxu. 

In inte^rationem aequationis Derivatanim par- 
tialium superficiei, cujus in puncto unoquoque 
principales ambo radii curvedinis aequales 
sunt signoque contrario. 

Auct. 

Dr. E. G. Björling, 

. ad Acad. Upsaliens. Docens matheseos. 



Prooemium. 

Ineunte vix anno 1S42 praecedente upusculum quoddara n^*'* 
culi Variationum Integralium dupliciura exercitationes'^ 
intitulatum tjpis DpsaliensiDUs exacribendum curaveram, in quo pro- 
positum (inter alia) mihi fuerat aequationem (formae finitae) su- 
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perficiei nioimae iaii qaädaoi viA congctpi, ut arbi(rarias quas 
secum fert fuDctionea deteroiinari unquam liceret. Scilicet, ut cod- 
Btat, Integrale acquatiuni» derivoturum partialium superlicici illiua — 
a Cel. Monge primo (et quidem duobns aiodis) *) nee non a Gel. 
Legendre*') loventum — arbitrarias continet duas functiones sin* 
gularum quantitatum (si via) indeterminaturum, quas determinatis 
(dum fieri potest) formis functionum eiimioari e& aystemate triuoi 
Inlegralis aequationum oportebit, quo optata proveniat relatio coor- 
dinatarum y et ». At in eo ipso rardo rei vertitur, ut ioveoia- 
tur modus quidam determinandi functiones urbitrarius. Quem qui- 
dem untea non foisse inventum, in caussä (nt mihi videtur) i|isae 
sunt metbodi Integralis deducendi adhibitae. — Contigit mihi ex 
Bententia rem gerere, ita ut uosthuec liceat arbitrarias illas functio» 
nea in casu admodum generali determinari. 

At praeterquam quod rem in genere, quae circa inveniendum 
aptiori quidam via integrale bocce veraaiur, tracture conatus fue- 
ram, ainguiaria aliquot geoera auperficierum minimarum^' exami- 
nare nd^ressus responsum tuli quaestioni, quaenam sint in numcro 
auperficierum revolutionis earumque, quae rectä ad pla- 
num quoddam parallele motä generan tur, eae quibus contin- 
(Cat idioma supcrliciei minimae; quam quidem rem comparata aequa> 
lione ill4 derivatarum partialium superficiei minimae successive cum 
aequationibus superficierum modo commcmoratarum perduxi. 

Nuper admodum ex ephemeride illa „rinstitut'S eadem fere 
de re in Societate illa Parisiensi ,,Soci^t^ Philomatique'* (et 
qaidem non solum priori sed boc etiam ipso anno) agi coeptum 
tuisse, cognovi. Scilicet, nt ex verbis infra citalis*") apparct, 
M. Catalan et M. Wantzel bu4 uterque via (alter priori ulter 
hoc ipso anno) responsum quaestioni, quaenam sit superficierum 
in genere rectä generatarum ca cui contingat idioma super- 
ficiei minimae, dederunt. 

Quae cum ita sint, tempori me ut par est ccdere duxi, si ex 
opere in primis lineis hujns prooemii cituto ea^ quae problema illud 



*) Monge, Appl. de l'Anal. a la Geom. (Paris, 1809), pag. 192; La- 
er o ix, Traue du Calc Diflf. et du Calc, Int. 2. edit. T. 11. pag. 627. 
Hist. de I'Acad. Roy. des Sciences (Paris, 1789), pag. 313. 
"*•) L'Institut, No. 448(an. 1842). — Verba fornialia haec sunt: „M. Ca- 
„talarl communique le resultat d'une recherche qu'it vient de faire 
„aur les surfaces minimum." . . . . „Le resultat de son traTail peut . 
„s'enoneer ainsi: De toutes les surfaces reglees rheli^oi'de 
„a plan directeur est la seule qui seit une surface mini- 
„mum.** 

L'Institut, No. 479 (an. 1843). — ,.Il est donne communkation 
„d'une note de Air. Wantzel sur la surrace dont l'aire est un mini- 
, „raum pour certains cas particuliers. Mr. Catalan a cbercb^ la sur- 
„face dont l'aire est un uiinimuiu pour le cas ob cette surface devrait 
„etre reglee." . . . . „Dans le cas traile par Catalan on couibine 
cette equation differentielle*' (seil, aequationum derivatarum partia- 
liuiii superficiei minimae) „avec les equutions de la droite variable que 
„la surface doit renfermer. On retrouve ainsi presque iiuinvdiateinent 
„la surface heli^oidale qu'il (Mr. Catalan) a obtenue par un calcul 
„ assez long." .... „ Pour les surfaces de revolntion on combine J't'qu. 
„ aux difT. partielles de ces surfaces avec celle de la surface en question, 
„et le ealcül s'acbeve sans difHculte." 

19« 
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superficiei minimae apectant, excerpta eacTenqae retractata paullu- 
lum atque uucta prodire jam id celebritatem hominuni Matbeseos 
studÜB eruditorum curarem. 

Koram, quae in sequentibus ex caiculo :VanntioouiD (et qoideni 
DOD nisi in notulis) citavi, demonslrationem — si piacet — ex opere 
BUpra allato ,,Calculi Variationum lotegralium etc.*'*) re- 
cogDoscere licet. 

UpHaiiae, raense Jul. 1843. 



1. Uti Omnibus coostat — ft et q deootantibus partiales ipsius 
% derivatas 1' ordiuis resp. ad .2: et y (coordinatas iDdependeotes) 
atque * et t derivatas 2' ordinis — aequatio, de qiii qoaeri- 
tur, est: 

(l-4-/;»)i?~2^7*H-(l-H^»}r = 0.,,, (I) 

Nec miDUs coostat '*) aimplicissimam , quam iotegrali illius (a Cel. 
MoDge primum iovento) reddi liccat, formam esse 

IÄ- = « -h 
y=5p(a)-f-;f(A), 
,= /än V/n y/i H- ^'^-\-fdb v/TTT^, 

quo ex systemate, determinatis demum 9 et elimioaDdo indeter- 
mioatas a et A babebitur relutio ipsarum x, a: et y. 

Attamen non taoti refvrt formam utique simplicissimam iotegra« 
Iis expetere, quanti eaodcm — si ficri possit — tali quadam via 
coDsequi, qua arbitrarias illas functiooes deterraioari uoiquara liceat. 
Forsitan ea, quae sequuotur, ad buoc finem apta quodaotmodo diju> 
dicabantur. 

2. Loco variabilium x et y aliae duae « et c; iodepeodentes 
inferantur, Dirairum 



js — yl/ — 1. 



*) Pauconim, quae medio anno priori bibliopulae cuidam Lipsiae tri- 

denda curabam, exemplarium fortasse aliquot usque supersunt. 
**) Lacroix, Traite du Caic. Difif. et du Calc. Int. 2. ^dit. Paris. 181t 
T. II. pag. 630. 

**) In opere „Appl. de TAnal. a la G^om." (Pari«, 1809), p. 192, bac 
formula idem exbibuit integrale: 

ar = ~7)'(«)-l-V''(^). 

f X =f^" . da^— 1 — a» -+- yj." . diy~l- 6\ 

qnam utique eandem aliä sak via Cel. Legendre in Mem. snr Tio- 
t«gr. de quelques 6qu. aux diff. partielles (Hist. de I'Acad. 
Roy. des sciences. An« 1787. Paris. 1789. p. HZ.) invenit. 
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Solitis ex formolis *) partiales functionis % derivatas resp. ad 
^ et y traDsformaodi in derivatas resp. ad « et v faeic cfunt: 



^) Quas tarnen, ut in p^omtu sint, breTiter heic attulits« jurabit. Scilicet 
positis 

' dus=u'dj:-^Uidy, 

dv t=^dj: -^Vid^, 

•rit ' . 

ideoque 



(«) . 

Tunc pofitii 



dz , dz , 
^-d^'^^dv"' 

dz dx 



du = u"da: -f- u' ^dy^ 
dUi,^u\dx •\- u,.dyf 
dv' = v"dx + if^dy, 
dv^sssv\dx -hv"di^', 

crit differcDtiatione prioris (a) 

'^^^T'^-^-dr^^-^Tu^'-^dv''^ 

i. e. — quoniam aquacioni huic («) convenienter 

W^__dhc d*x_ . }di/__d*x_ . d*z 
dx du^^'^dudv^' dx ~ dudv^"*"- dv*^' 

. „ rf"« . , d^x dz dx .. ... 

+ •^W^'^^ + d-u'^-^dv'^'>";^' 

eonsimilique rationc 

, ^* ^j', . I , d^x , dx , dz ^ 







• 








tm Sa 

//'s «/'s 

du"* dudv 




d^z 
dv^' 















Qnibiis impoiitis aeqaatio illa (1) abil in 

« • * 

MO braviter 

«^.•r,-(l-l-^,/,)#,-l-l^,*<,=0..... (4) 

Si lieic et i^a^ esseot viu-iabiles inde^end^D^es, — auooiam 
tuoc ista aequatio fonaae etaet eoffsltaa IMairta A'+WtI-TV 
+ + 0^ + iKi = denotantibns A, i9, Jf fancHonci 
aolarum Tanabiliom independantiani tranafonnari eaai Kehret ia 
aHam formae illias 

(^(•^.••^ denot. fuDctiones solarum a et cujus in integrali 

t'ormae ßuitae (siqiiidem inveniri tale liceat) fuoctionum arbitraria- 
rum altera a solum altera ß solam, earumque autem modo alter- 

ntram sab si^pio contineret. Et quidem tuoc vii, qoaai In 

di^^ertatione infra citatft munWit Laplaee, functiones iataa arbi- 
trarias detemiinari in eaan adnodttB generali liceret 



*) Snffieit heie Terba attnlitse Dlastr.Laplaee sab finem (pag. 395) dis- 
sertationis Recherches sur le Calc. Int. äux Diff. partieüVs 
(Hisc de l'Acad. Roy. des Sciences, An. 1773. Paris, 1777) seqiientia: 

, „ on doit CD conclure gt-neralement, que Coutes les fois que ria« 

„ tegrale coinplete de l'equ." Rr-^SM-^-ttt, (^d«supra) „est posüible 

„en terines iipis, eile est necessairement debarrassce du signe par 

„rapport a Tune ou a l'autre des fonctions arbicr. (f>{u) et \p{^), et 
„dans ce cas on peut toujours obtenir cette integrale par Ia methode 

- „de rart« VIL** tranaformatioaa aequatioBU in formain t-^H- 

Slj^^eto. rtrai integratione hu^s secnndom 'te^odmu In art illo VII 

praeced. expositain — ; »»oa voit ainsi oue cette in^tbode donne gene» 
„ralement las integrales eomplbtes des equatiom |in4af rs« anx diff. par> 
„tielles, lors^u'elles sont possibles en terines finis; ayant une fois ces 
„integrales, i! ne peut rester de difficuite que dans la determioatioa 
' „des fonctions arbitraires; or Ia methode de l'art* VII a encore Tavan- 
„tage de donner un inoyen trea simple pour eet objet, dans ua cas 

wtrcs-general, et qui parait «tra calui de prsiiqa« ^os les paallf 

„ physico • matbematiqaes.'* 
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3. Quae cum ita sint, primo transformetur aeqn. (4), ex me- 
tbodo Cel. Legendre*), in aliam cujus variabiles iudepeDdeates 
ipaae sint et Scilicet est 

« = ;» i« -t- Vi * — + «"^ l ) 
= f>,f» 7, r —«>,.... (6) 



positä 



sen 



dw dw 
•' = ^'*' = ^'- 

(ideoque cognita erit x, li modo to innotaerit. 

Secundum locum cit. babebitur traDsformata haecce: 

..'|5 + (l + W.),^+..'|f.=0....(8, 

Huo facto jam istam, nt nodo nonuimus, traosformari decet in 
»liam formae (5) et quidcm formulis sub No. 2 allatis (^1, (<r), id). 
rooendo in us 

et qi loco s, et ^, 
a et ß loco u et Vi ' . 

a', a,, o", o',, a„ loco w„ «f", 
' ' Z^*» /J'i» ß,f loco t;,, tf", t/,, er,,, 

seil, o, o,, a, a',, a-, denot. — , — , - — - — y-. -j— 
atque /S», /5, etc. denot. ^ etc. J ' 

aequatio (8) primo abit in 

+ + (H- 2;t,,5r.)/J'/J, 4- V. '1 + 



*} Vid. Lacroix, in opere ciu T. II. p. 622; conf. Legendre, Meni. 
sur -i'integr. de quelques iquations aux diff. partielles» 



«ub No. 1. cit. 
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Jamque u et ß stimtis talibus at satiafiat qaaliterciiaM|oe conditio- 

oibus . • ' ♦ • • ' . 

;^v»-h(l^-2/^^,)«'a.-^-y,»«,» = 0| 

aequatioui truDsforinatue optuta cootiogfet foruüi: iil quod Get po> 
Deudu 



^ 



ß = ^' »)l 



.... (II) 



Quibos in aequ. (9) adbibitis ista comparatur loco aequatio- 
Dis (8) transformaia ''*^: 

1 ä*w 2p, ^ 

_L 2p, ^ ^ dw _ Q 



satisfiet aequationibas (10) satisfaciendo buic 



*) Seil, positis n=mtti 

p, »m« -h (1 -f. 2p,7, )»i -f. » s= 0, 

unde 

l+2piy,dbl^l-t-4p.y, (l=fcV^l-t- W.)' 
2P.' • 

Meoque aequationibua (10) fiet satis suinendo a et ß tales ut fiat satis 
qiialitercuinque bisce: 

quod (ut jaul facile est probatu) fit positione illä (11). 
'") Scilicet habentur ex (11): 
1 



r 2V/n.4p.y. 



^ -2y>.' _ 

• V/l-^-4p,7,(l+l/l+4p,y,)«' • l/i+4p,7,.(i-V/i-H;».7.)'' 



— 



" (i+v,«,)j.ii4-v/i-i-4p,y,i«' "^(i+4p,7,r.ii~^'n-4p.y,r' 
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»eu ..Iii' j. i i.. a 



i. e. - quoDiam secuöd. (11) ; ^ .- . O'^- 



.|-v d^w , 2« 2/8 dw ^ 

V*^) dadfi"^ a*—ß* ' da «»— /S» ' dß ~ 

4. Et qaidem formae finita« integjale hujus aequa- 
tionis secundum methodum III. La|ilace invenire licet, 
ut jam erit probandum: .>,--■. 
Eteoim positÄ 

du/ , 2tt f... 

' ' ' ■ . i - ■ . - ■• ■. -I- m; . . . . ; 

(13) redigitur in 

quae ipBam w dabit cognili modo t^,. — At sumtis ex novissima 
valoribus TbJv w et ^ tom substitutis ia (14), ista abit in no- 
vam baue: , , 

rf'K.. 2ß dw, 2ß dwt kßw, _ Q 

dadß a*—ß*- da rf/J (o-f./J)(«-/9)» ~" V * 

Jamque positd 

dlif, 2ß . . I , , .. 



«'// taodem quaeri licebit ex bac 1* ordinis aeqoatioDe lineari; 
dte„ 2ß f. 



, ■ • r- •-. . . 

Ex bac coDcIuditur {ip'" denot. functioaera arbitr.) 



t±Jte,,=r'{ßh .... (1») • " • 



- - I 



a 



tarn secandun (17) 

(»)....(«»- ^)«., =:,Kci)H-y\a-.«VtW». 
(fmut wUtr. in f(o) iadwA], alUp» toeomlwii (15) tufiUm 

(si) ....(• + = y(«) H-y (« - ß)*rw^ 

-^^9P'(«)-l-«y(«-/?V»"W); 

quod igitnr qMttdtm «t utognie tafwtioaii (8;) M«' a $t ß 

, Buic, si plncet, simpliciorem reddi licet foraiaB<integrando p. p. 
temÜDOs sigDu ^ afi'ectos. i!»ciUc6t positis 

(M) .... («4.^)«,s=Jp(«)^.s^KÄ--«z^hpf(cO~J^K(«^ 

4 * 5. Detcrmioatis in singulari quodam problemate fuoctionibus f 
«t ^, ex uequatiuoe (21) aut (23) ope aequationum (6) et (7) ex* 
prioii Hcebit iptas tr, v et « raoctiaBitaB ipiarom /»i et ^, (vel 
etiam, si ita conveniet, ipBarnm a et Tum et ^, (vei ctiaa 
a et jj) eliuiaatis ex hisc« — don iieri potest — relatio proveniei 
ipiftriini r et «; ac denique % exprinetiir funetione. ipaarum » et 
y ope Mtioiim (3) aea 



|2y = (.,— )V/iri 



6i Antejqnaa vitti» ^fidl in genere ad determinationea fnactto- 
nnm arbitrariarum perveniri liceat, indicamus; juvabit — quö accn- 
ratius de bac re quodammodo sit disputatom — syateiaa illud finale 
iategralia («, 0, jh mu {x, y, %) detaiM« at qoidaB ax fonaalw 
(M), (6). (7> et Öft), 

Bit quidem 

, , rf«^ Ä2 ^l- 
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ut secundum (23) ' ^ 

(« + /?}> ^ = - (y + 2^;) «y' 4- 2/?^ - y'', 

unde coDcluditar integrale hocce: 

t; = — 2(9) 4- 2v>) -t- 2(09' ^ (a*y" 4- 
2« =: — (y' H- V) -h -»y" + a/Jv"» 
seu, BecoDdum (24): 

12a: = — 2(9 -H 2f^) 2(«y' -h 2/?^*) 
+ il l 4a»)y'' H- (1 - 4|?»)2V'''} , 
2yk^^ = 2(y 4- 2ip) — 2(ag)' 4- 2/^1/»') 
-t-il 1 -H 4a»)y"H- (1 4- 4/J')2i^}, 
2» = — (9'4.2t^)4-ay'' + 2i?<. - 

De caeter© licere (si placet) huic syateniati fornam reddi sim- 
lilicem ilUm (2), perfacili equidein negotio patebit: 

Nimiru'm positis - ' 

-2<spH-2ay'H-'(l-4«>" = 2«, 1 

• -2v/4-2/Jv'4-ia-4iJ»>"= t ^"^^ 

i ...I ' •• . 5) 

babebitar : ^ a -f- ^ ; 



I 

(um positiü 



• f2i//-2/9V''4-.i(l4-4/J»)Vf''= «^'(/J) . V/=T; 

■ habebitur : y = 0{a) 4- V^C*) ; 

porro ex (26) seqoitar 

at diRereotiando (/) habetur • . 

iKl-4u«)gp-.rfa=2<fe, . 
U(l-4iS>)v"'.rfiS= dö-, . , . 

alque dififirentiando (^): ; , , 



(1 4. 4o>)9)"' . da = 2l/— 1 . Cyda, 



i 1 4- ^o'^g)'" . </a = 21/^ — 1 . 
il(l4-4jJ»)y''.rf/J= V/^. 
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UDde 

o . y"'**» = 2da . . kTT^, 

atque habebitur 

DeDique systemate (26) satisfieri propositae (1), facili nsqne ne- 
^tio licet probari. — Etenim a', a,, denotantibaR partialei 

ipsaram a et ß derivatas resp. ad a: et tertia systematis aequatio 
praeatat 



|25r=aa.9,'"+/!?/S,.2v/; 



at priores ambae 

1 = Kl - 4o»)o'g,'^ + ^(1 - 4/?»)/^ . 21^"', 
0= (l-4tt»)o.y"'4. (l-4/9')/?,.2v»^ 
0= (H-4a»)a'y'^ -f- (1 -|-4/?«)/J' . 2^"', 
V/ITT = ^( 1 ^.4a' )o . qp"'-H 1(1 + 4/?» )/?. . 2«^'} 

uiide . 



«I 



— (a» — ^jV"" ■ (a> — ^»)2^"" 

— 1-4«' .y— ^. 

atqoe (^) abeunt io 

2^v/=rr=_i+if!^ 

tum harum differentiatioDe adbibitisque (i) comparantur 

« (l-f-4a')».y"'- (l-t-4/8')».2vt>'" 

2y'>"'(«»-/J')(«-f-/J)» ♦ 

(l-4a») V'--(i -W - V 

V>"'(«»-/J»)(«-|-/9)« 

— (1 - (1 + *a')y" - (1 - (1 + 4/?') . 2^"' . 

per quas aequationi (l) fieri »atis, fiacilliinaiB est probatu. 



(0 
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7. Id determination em fanctionura arbitrariarum. 
DetermineDtor istae eo quod traaseat superficies 

per curvam | ^ /"^(jI) | ' ^mbitum cujus sit super- 

ficiei p= /,(^). 

Cooditiooes istas io m et v traosforaiari licet aecuDdum (^)f 
siatque • ' , 

* = f.(r), ,.(2 7) 
P=f.(«'), ) 

Patet equidem ip"' iß) determlDari licere ex (19), sl modo cogni- 
(um sit, u superficiei quaenam sit fuuctio ipsius ß io ambitu cu/vae 
(27) nec non w^,. 

Prius quaeratur. Est quidem ... . . • 



ß = 



P 



seeandum (11) 



et denot ^ et — Qaaerantor et 7, in ambitu (27). 

Qucniam superficiei d% =: P\du + &t in ambitu 
~ f'^(») '^rfy I * ipsß'""™ Pi ®t 7i superficiei in ambitu al- 
tera baecce relatio: 1 

i\{v)=p,.V{v)^qr 

, . d» \ 

lani Bupeniciei p = 

altera erit 

U{v)=:p,^qr. ' 

ex qnibus sequitur esse in ambitu (27) 



Tum qucniam superficiei /» = — t#'-f-^ v'ss^i + ^, seeund. (3), 



(28) . . . . / ^ ' 



Jam a et io ambitu exprimi licet in v ope aequat. (11) vel (12),v 
eliminataque v babebitur ibidem 

. (29) te = ^(/9). 

Porro te,, superficiei quaeoam sit functio ipsius ß in 
ambitu quaeratur. — Est quidem sec. (17) et (14) supferficiet 

/QA\ 2 dw , d^w 

(30).... „„ = _._ + _, ^ 



fdfloi^e w„ in ätobitn eogliliA «rtt Iii A ^ ^ »tque ilu- 
tleui iuDotueriot. < 

At ^ facile invenietur cognitd modo w in ambitu. K&t au- 
lni«M«ili4*.-(^ tafiarficiM - v 

I 
* 

cnjnt Benbri poiteriorif qi^oet tefmini, ^uales sabt in tobitn cir- 
' VM, cognitM sant in f ex nntectetetibns;. 'sitqne in ambitu 

(31)..... = 0?).. 

Jan qnoniain raparfieiei isAip ss ^ -f- ^ «f^, at in ambila 
^^ßf \/||^ I * ibidem uoa relatio ipaanim ^ ^ i»t*: 

Ä"' - dwda .dwdß 

.• • • . ■ - . . . 

alteriim haec dat relaüonem ipsarum ®' ^ ^ ambita^ uade 
conclmütnr 

« 

^ «t g !■ MUte ai- ci«;iitli fiuft. /it. . , ,.. (33) 

^ Restüt - Bst antem superüciei di^) = ^ ,/« + ^ 
ideoque cogoita eril ^ in awbitu aecnnil. (29) at (3^), ai mo4a 

qna« T«ro dat (13) : 

itaqne jam w,, in anbitn cajfnita est' in ß\ ideoque etian cea« 
atitntio functioDis ip'"(ß). 

Qua deinde. inibatittttA in (30J tnai 'perfecta integratioue Uli 

j[Sf^fiyHi^"(ß)^^ |>erf«cili negotia detervinari qfo) licebit. 

8. ^ibna peraotii babebitur (mado, quem in Na. 5« mdicafi- 
mna) anperficierum, quarum in puncto uDoquaque princi- 
palea anibo radii eurvedi^t« »eqnales aint signoque con- 
trario, ea' qoae per datam cnrvam datique p tranaeat*). 




* - • - - - - . 

*)Haeequoque — ut ex Caleulo iUc Variationoni innotefdt — » aat ooh 
nium, qoaa 'par dataai cu^vtf^ perimetrum duci liaaat, su- 
paflieiaruia an eui-.niiiija|a> alt ifraA intercl^aa parimecro 
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Nota. 

Licebit etiam (ot facile patet) functiones «rbitrarias 
ex eo determinari (|uodaminodo, ut in ambitu ioter- 
sectioois superficiei qaaesitae atque cylindri y==/*(,2r) 

;»=/i(^). 

et q =/,(ar); 

quae quidem conditiones, eliminatis ^ et abeunt io 

/•» = f(r), . 
(33) .... U = iXv\ 

(y = f,(r). . . w 

Scilicet, nt aupra, primo qoaeratur a qnaenam sit fooctio 
ipsiuB ^ in ambitu intenectioDis. Quoniam superficiei 



eruDt in ambitn 



'II 



ideoque 



(34) ... . j 



ex qnibus, ut in casu praecedenti, a licet exprini in ß. 

Tum w in ambitu cof^uita erit io ß seeuod. (6), si modo « 
superficiei ibidem ioDOtuerit. Est autem (Ar = ;7,(^<« + 7,</(;; 
ideoque secund. (34) et (33) erit per totum ambitum 

SdM = E'{v) . dv, * 
4t = E{v) + c, 
» = £,(/?)-<?, 

nanente c const. «rbitrarift. 



datft ali&que in eadem superficie ductii, perimetris eerte 
q^arum in xy^lano projectionum altera alteri sit circiim- 
scripta: acilicet lis solia in comparationem vocatia superficiebiu, quarum 

aream perimetris bisce definitam formulA ilU dxd»^ l-^-p* 

(communibua integrationis limitibaa) ezprimi Itceat. 



» 



Caetera sequuntur, ut in casu firaeccdenti ; atfameti, uti 
— justum, arbitruria heic remanebit constuns c, nisi praelerea 
edituin sit punctum per quod tronsire superiiciem lubeat. 

Porro ex eo determioari licebit functiones urbi- 
f^a'riai, vr iii ümbiCii Itttttr^ettidni« tiiperfitelei qiiae* 



SeilfiMt tan« ^it io uibku 



• • * #• 



qnae tune a«qnatio>v«l4' -lüfliB^eDtialit anbjtnt, cui igitar Heek 
eoncludi 



(ileoot <s tonst arbitr.)} ^y- Caeteca .patent 

Jamque ut (corroborandi quodammodo calculi causa) puucorum, io 
quibus caiculum ad fioom |Jsqjue siue maximis Iricis perduci liceat, 
nnicom ofleratur exemplum et qaidem (uti videtur) admodum sia* 
plex; postnietnr ut in anbitn perimetri eint ' , . 



^ . • , • (A B coDst. reale»). 

Elininatii « et y babetiir ddfinitio Ufa fertmnlri: 

« = 1, ) 

..... . ^|r3:ti9.(rH«-^x . .)•• •.. •:• 

,Brunt igitur iu ambitu^se^caudum (28) 

9 t = —5 
atqna aeqnatlones (11) üant 
.1 . ' «.as -g^^^ 3s<biefiler) ^v, 

,1 ♦ vy ' . .. \^ ^t/ f. .in » . B ^ \. 
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Ideoqne erlt'lu ambito 

' «==^ • A .... (m) 

» = 2^»/?— 1, 

dw A*BC{C—D) 

da Dß * 

dw Ä*B{C~D •) 

dß — fi i 

d*w ikA*BC* 

dadß ß^ ' 

A^B 
A^B 



ÜDde 



A^B 1 



^ ^) — (7 • • • • • (*) 

atque 

/■(« - «' . .dß = -£i^ + 2« log «, 

(log deoot. logarithm. naturalem); 

node (20) abit in 

(a. - /J.)«,. = _ ji;^ (^Iz^ 2« log /9), 

ex qua jam ^(a) est determiDanda. 
lo ambitu est 



*) Qiioniain ex positis ' 

2Ä= 1 — V^l -f- jU»ä> sequitur C-h =r 1. 
Tkril IV. 20 



alqae second. (14) 



(«»-^»).r.=a(^^2)5 



unde 



(0 .... y(«)=:-2a(l-j^log|a). 



Qoae qttum ita sin^ integrale (21) abit in 
seu, rfcpoaUia jam vatöriba8'(ll) ipsarum a et/!?, 



Ex qiio coDseqaaatur - - r ^ 



ex qua novissimd eliminari licet 4/7, otie dnarnoi praecedentiuit 
qlUae qoideoi daat n'ultiplicando 

i7i = 



Ideoque qüoniam büdc 



seo repositia Taloribua tcvk C et 



f 

« * 
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eni qoiden aaperldei revolutionit cirea «-ttin Meridiana» %at 
Catenaria, cujus vertex (pnoctum axi revol. proziKUM), in ^ry - 

' piano Situs, ab axi distat unitate longitudinis. 

9. Bx eo tandem d^termiottri licet functiooes illas arbitrarias, 

qnod' tranteat tnperficiei per enrvam j^^^^^^j 4atil 

iaanper ralatione quAdam ipaarom p tt 9 toperfieiei, ia 
gaaere' 

(36) . . /. y, at, p, q) =: 0, 

QuÄ quideni, ut patet, perfecta «leterminatione responsum erit ad 
qtiae.stionein, an per dutam curvam duci liccat superüciem quamdam 
illtus gcneris, quod in af>quationc (36) deri vataruin 1' ordinis par- 
tialium coniprehenditur, eauderoquc taleiu cujus iu puucto uooquoque 
principales aaibo etc. *| 

- ^ Seilicet loeo conditionun (27) beie postulatar, nt per aMbitoa 
carvae ait ^ . 

* = f.("), 

' f a(l/, = 0. ) 

In deteraiiAationem ipsaroai pi et superficiei ia ambltfi habetar, 
ut (n Caan priori» altera haecce relatio: 

f!,(v)=p,.r(v)'\-g,. 

Et iipoaiani aoperficiei 

j»=aj*' + ^«^ = ;'i+^i Mcnnd. (3), . 

■ 

habebitur, conjuncta bis quidem relatione illa - 

altera relatio ipiarum p^t gi v, 

Qqo facto comparabitnr in genera» nt in caan priori,. 

Caetera, ut in casu priori, sequuotur. ' . * 



') Ideoque ctiain hoc modo responsum erit ad quaestioncm, an per da- 
ta m curvam iluci liceat superficiem generis (.16), cui con- 
tingat esse omniuni) quas per datam curvaiu duci iiceat, sii- 
perficierttDi eam cui miniiAa sit area interclusa parimotro 
data aIi.T(jue in eadcm superficie ductä, nerimetris certe 
quarum in xyplano projectionum altera alteri sit circum« 
scr^ta; adbibitä equidem reservatione iu notula sub No. S. ia- 

■ k 
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' At quaestio, quoDam deinuin modo liceat arbitrarias illas functio* 
nes ex eo determioan, quod per datns duas curvas transeat 
supcrticies, — quaestio (inquam) quae fere omnium prima in su« 
perficiebus tractaodis, quarum natura aequatione derivatarum 2' or- 
diois partialium deÜDit.'i est, sab sensum cadere seiet — bucusque 
in medio est relicta. Nec io sequeutibus responsum illi coocilinre 
conabimur. Sciiicet per se patet, quaevis olim io geoere metbodua 
hujusce rei explicandae forsan fuerit inventa, perraro tarnen fore 
ut revera usui sit ista methodus: et quidem eam ipsam ob caussam 
cfuod tantum abest ut per datas duas curvas quascumque duci 
iiceat superficiem ^enerisjieic consideruti, ut miiximA sane opus sit 
circumspectiune, quo inveuiantur umquam duae curvae, quarum et 
uaturae et positioui inter se couveoiat bucce idioma. — Quae cum 
ita sint, re intA in praesenli relictä unam vel alteram quaestiooem 
latiuB patentem magisque delectabileni propositaeque nobis materiei 
intime conjunctam in sequeutibus pageilia tractabimus. 

10. Quaeratujr, an et quaenam sint superficies revolutio- 
nis tales, quarum in puncto unoquuque principales ambo radii cur- 
fedinis etc. 

Tali superGciei (si exsistat) et'it 

• aequatio (1), 

denotantibus tunc (si axis revol. sumatur x • axis) r, s, t 

partialcs ipsius % derivatas eas, quae aequatioui superticierum revo- 
lutioois circa a - axim contingunt. (iuae autem cum sit 

ideoque commonstret % puncti superficiei baud pendere ab 0 (an- 
gulo radii vectoris puocti cjusdem, in xy> piano projecti, cum ipso 
jT-axi); transformetur bac suppositione aequatio (1) secundum 
formulas notissimas 

* cos y = ^ sin 0. 

Uooniam » beic functio solius ^ putetur, ideoque 
j_ 

— = ;; cos 0 -h AT sin 0, 
— = 0 = cos 0 — sin 0 ; 



eruDt 



{i) .... ;i = ^cO50, ^ = ^8in0. 



Tum quouiam 



$ = r cos 0 < sin 0, ^=*Q cog 0 — rQ sin 0, 
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ideoque 

crant secund. (r): 

r = -j-rCO8»0-|-T y 

d^x - r\ r\ <fc sin 9 cos 6 

codemque modo Labebitar 

Quibos impositis (1) abit in 

ieu, ^ deootante breviter ipsam -j-, 



undo integrale 



seu 



da t a 



, ...» (38) 



deootante igitur const. arbitr. a ipsum q puuctoruin, in quibus pla«. 
num tangens superficiei (seu lineu tangeua Meridian! ipsius) nor* 
male sit ad planum projectionis (;s=0); tum 

» = a log ^ dr 
seu, quod idem valet, 

denotantibus beic <v et c in gcnere ^ et » punetorum modo com- 
mcmuratorum. 

£at quidem Catenariac — y - axi liorizontali atque per 
punctum curvac inGmum ducto, 4r • axi positivo sursam verticale — 
aequatiu uotissima 

</y 1^ «w 

ideoque, positä originc alicubi iu rectd (:r = — m) seu mutata .r 
in — «, 
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dx V/.r»— 1«»' 



atque 



y = ü-hiwlog( ), («) 



H m denotantibas ipsas y t^t x poncti ordioatae x minimae. ' 

Itaque collatis ex aequationibus (39) et (</) fucillimo utiqae 
nef^ntio |jerspicitur prupostiae quaestiuoi , an suitcrficiein revolulio- 
nis (circa datum axim) tnlcnr, cujus lu puncto unoquoque prin- 
cipales ambo etc., duci liceat per data duo pUDCta seu (quod bcic 
iUeni valet) per datos duos circulos 

■(;«.•••• (;z^)(:zi) 

(axi revol. samto s-axi), hoc modo esse respondendum: Quo 
ducatur meridianus illius, Catenariara coustrui oportet, 
cnjos constnntibos a et r — i. e. (> et s punctorum axi 
revol. proximorum — fiat satis conditonibus 



(41) . . 



h — C-\-a log ( ) 



•V = c H- « log ( -r J. 



Quod si quando fieri nequent; ex eo indicatur, nallum 
per datos illos circulos duci licere bujuscc generis su- 
pcrficiem rcvolutionis circa datum axim.*) 
Si ex. gr. perimetri datae forent 

e 

aequatioDum (41) prior darct 

• 0 = <.H-„log(l+i^i^)") 



*) In doctrina illa maximoruni niinimorumque ideio Tbeoreina hoc 
fere modo expriini decet: Quo ducatur jticridianus superficiei 
rcvoI. circa datum axim,quae in ouitiibus [nec soll« — uti antea 
fuit pronuntiatuui boc Tbeorema — superficiebus revol.], quas per 
datas duas perimetros (40) dnci liceat, superficiebus uiini- 
mam habe a t a rea m h isc e limitibus definitaui; Catcnuriam 
construi oportet etc. (ut supra). Quod si quando fieri n 
queat; ex eo indicatur, minimam quam per datas pcrioie- 
tros duci liceat superficiem non esse reToluiionis circa 
datum axim. — Seil, apponatur praeterea necessc est reservatio in 
notula sub No. 8. exposita. — 

**) Scilicet, ut patet, solo signo superiori hoc loco opus crit. 
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unde aequatio (39) snperficiei abit in 
aen 

detenniDandä a ex 

<? +-^ = (1-1- 1^1— H-(l — l/l—a«)e 

cai cum fiat satis assumendo a=l, concludi licet conditioni, de 
qua beic quaeritur, satiafieri superficie 

quod equidem exemplo eodcm aliter tractando in Nr. 8. supra fait 
ioTentum *). 

De caetero ex antecedentibas patet, in superficiebus revo- 
lutioDis in genere unicam, cujus in puncto nnoquoque 
priDcipales ambo radii curvedinis aequales siot sigoo- 




*) Quam sie necessaria reservatio illa in notulis praecedentibus indicau, 
Tel ex hoc solo exemplo (si placet) Sßtis liquet. Scilicet si superra- 
canea esset; pronuntiari liceret ex gr. aream superficiei {w) periinetris 

a = l «t=3— 1 

determinatam minorem esse areä convexä cylindri recti, cujus 
axis (et qua situm et qua longitudinem) est recta per centra circulO' 
rum modo commemoratorum ducta atque radius baseos r pars quae- 
libet radii additis areis annulorum circulario rum extra 
bases cylindri ambas restantium; quod quidem evidenter ab- 
surdum. 

Altera equidem est 

altera autem est 

2».l2r_r«-hi(«-t-i)»]; , 

quac ut ex. gr. quantttate n(i — \) minor sit priori, suflicit snini 
rc=0,2 circiter. 
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que contrario, eam esse qua flat satis aequatiooi (39), 
«d axim revol. ut x - axim relatae*). 

11. Quaeratur denique, an et qoaenam siot superficies, quae 
rectä ad planum quoddam parallele motd generantur, 
tales quarom iti puncto unoquoque principales ambo etc. — Tali sU' 
perficiei (si existat) erit 

^ 

aeqaatio (1), 

denotantibus — si planum dirigena sumatur jcy planum — 

{fy r, «, t partiales ipsius % derivataa eas, quae in aequatione hujus 
generia aupcrßcierum generali occurrunt. (^uae autcai cum ait***) 

^V~2;;^r* + ;,V=0; .... (42) 

erit, eliminatä ^, acquatio quaesitae auperficiei ista: 

seu (positi y const.) 

cujus equidem homogeneae aequationia integrale hoc est: 
p^-\-q*^p.^>{y) (43) > 

At perfecte non est arbitraria ista ^. Eliminatd enim r ex (44) 
et (1) quaesitae erit superfictei 

ipqsi-iQ'-p )t = 0, 

seu (positi a: const.) 

2pqdp H- (7» —p^)dq = 0, 

cujus integrale 

p* + = q . fp(a:) (44) 

Quae jam (43) et (44), quoniam eandem repraesentabunt su- 
perficiem, cambinatae dant illi 

ipif''* (ftp* 

^ yTtir^' ^ y,* _|_ » 



*) Et quidem manifestum est, si — valoribua ex arbitrio datia ipsis a et 
e — constructa fuerit superficies (30), banc esse omni um, quas per 
duas in eadem ex arbitrio iluctas pcrimctros duci liceat, superticierum 
eam cui minima sit area hiace perimetritf determinata, — perimetriü 
certe, quarum in piano ad axim revol. normali projectionum altera aU 
teri ait circuinscripta: — debitä ratione habita reaervationis jam plu» 
ries commemoratae. 

'*) Vid. ex. ffr. Leg. du Calc. Diff. p. Moigno p. 446-, conf. Monge 
appl. de 1 i\nal. a la Gcom. (1600) pag. 64. — 
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ideoqoe,utsit^ = ^, crit ; ' ; 

. * ' tfy tue . "* *it •••..Ii«» 

V. . •••••1 n £-a^J!L . 



auae tameo, iiullÄ ezsiRtaiite relafione ipsanini jp et jf, liie inddbi- 
äs alkec obtineri aeqnit, nisi ait 

; ' 

-SL = conat arbitr. - = — 
Uit«g;i«Ddo babel^Uur i ' . 

UDde laperficiei , 

a(tj — c) • — g(.c — 

' • • f 

atque intefi^raDdo, l]noiiiaiit 
habetur 

» — rfssa. Arc(Tang='^^); .... (45) 

- . y— . . . . 

qaae qiiidem, ot.liquct, superficiem denetat geaeris heic coande- 
rati, ((nippe cnjaB aeqoationem geaeralen (ut coaatat) ita licet 
deieribi 



nostra wo dat . 

' - ♦ . • ..* r» .. 



a:=(y-c)Ttaig(2i^)-4-^. .fc.. (46) 

Ex oequ. novissima, qaoniam qoattaor eontinet eoattaates 
bitrarias , patet in geoere inTeairi lijcere superficieai generis wt 
eoDsiderati , quae per data auattuor puncta traaaeat. — Cojis H 
breviter inyestigetur natura, baec fere Betaatar. 

Conparatis inter sc intcrsectioalbas superficiei enm opy pUi« 
^tqae plaao (y=^)> Dimirum 

X -^-^ 4^=: • . Are (Tang s ) 
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inventenr MM M alterius, pro a; qnaaiaqs^ Mquales ipn « 

alterius pro :r==2(^ — ^. Ejusdem igitur sunt Datnrae hae 
in tersectio oes at (ut ita dicam) directionis rcciprocae. 
Itaque invento — determinatis in problemate quodam sing-ulari 
[lUDctis, per qaae transire Inbeat superßciem — valore coustantium 

a>^, d atque c«ittract^ in or« plno ffum iUÄ Qeiic« C|irior 3^ 

curvam (^p^g^er ) *° piano (y=;^) facilUmo negfotio ^Dfftini lice- 

bit; quo facto superßcies generabitur motä generatrici super Las 
nmbas, ita ut assidue ad :ry planum parallela maneat: atque habe- 
bitur superficies illa „Heli^aide (gaucbe) k plan direc* 
teorf***): quae igitur superneieiu», reetä «a plannn «fttoddam 
parallele notd generatarum trnlea est ciii ooBtiogant in pnaeto 
uno(]aoque principales ambo radii corvediDia aeqnalea aigaoqae cea- 
trario ***). — ObserFea tenden, ai qoando «ssO, avpeinciett io 
planum = abire. 

At — Dumne ista in omnibus supe rf iciebus recta ge- 
oeratis (sorfacea regldes) sola est, cui in puncto unoquo* 
f{ue coatingant aeqaalea sigaiqae eontrarii priDcipmlea 
aiBbo radii cnrTediniaf Mr. Catalan primus et deiode Hr. 
HTantzel (ut in prooeaiio ex Epbemerida illa „Tlnstituf* cita> 
fUHia) sua uterque viaresponsum bulc quaestioni dedcruut: quod ut 
pamprimttin promulgaton 6icere üs placeat^i est quod vebemeoter 
Dptamus. 



*) Tld; ex. gr. Jf oigao-Cale. IHflL pi«. feMi 

*••) Vid. ex. gr. Moigno ibid., Leroy Geoin. descripu No. GI6 etc. — 
Patet, axem directricis ^p^foris) intersectionem 
. 8)i§«cficiai cum piano j(yiB»«) aut plan» (ivss^). 

***) Atque com tia Ita 4 punetia, ut per ea diicl lieeat auperfi* 
ciem bujusce genaria; pars illtua quaalibet periniatro eir« 

cumscripta omniuin per eandeiii pcrirnetrum transeuntinm 
superficierum minimam ista praebebit aream, nimirum 



limitibus a Merimetro modo dicta datis: — (debita ratione reservatio- 
lüs noscrae nabita). — Denique superticiemm generis nunc coosiderati 
timm BOB eaat, eui eontingak esse ,»supaificieni »iniiiaBi,'' pAMt.- 
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lieber die Zerlegung der bestimmten Integrale 
in andere von kleineren Integrations* 

Intervallen. 

VOB 

fienn Doeler O. ScJilomileli 

zu Weimar. 



». L 

Es seien m und b die Grenien einet 'liesfinnteii lote^ralei, 
u, ß, , , ,Xf eine Beihe von Grössen, welehe s&mmtllch swiidin 
4f und & liefen und von denen Jede folgende grdsier als die 
hergehende ist, denn hat man 

Vno der Richtigkeit dieses sehr bekannten Sattes iiberzengt au 
sich sogleich durch die Bemerkung « dw ein hestimpitea lategnl» 

wie 

nichts anderes Ist^ hts'die Placlie, welche von den zu den Abscissen 
ar=:«, «3? = ^ gehörenden rechtwinkligen Ordinalen, dem Stücke 
fß — a der Abscisseoachse und der Curve, deren Gleichuag ys=/l'i 
is^ begränzt wird. 

Der oben ausgesprochene Satz kann oft dazu benutzt werdeo, 
>dle Warthe bestiaatar lalegyala aaftn^den, sohaW dia MiMalgrti* 
sen a, ßt f , . . /a anf eine sweckmässiga, der Natnr der Functioi 
eDtsprecliende Weise gewählt werden. Biniga sehr gefiigip 
Integrale dieser Art mögen dies darthnn. 

$. 2. 

Es sei falgandes Integral gegeben: 

y/iop) Arctan je • 
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Tlieilen. wir 4m latenrall 0 bip in mi i|i4m wi 0 bi« I 
iin4 fOB da bii OB, iit unser Integral aneb 

Setzen wir im ersten Integrale a; = x, im zweiten a: = ^, so än- 
dert jenei neineii Wertb nieht, Ür dlsMa aber wird^^ 



X X 



und wenn as die Wertbe 1 und oc angenommen bat, ist x = 1 und 

1 1 ' 

asO geworden (weil ans^=s-j^ folgt ass-^). Wallen wir* 

aber die Gränzcn 1 uod 0 ^ertauscben, abo 1 inr 'oberen Gränze 
machen , so baben wir dem Integral das entgegengesetzte ZeiabttB 
zu geben» wodnrcJi es wieder fiositir wird. Ks ist also:. 

Beide Integrald auf der feebteo Seite kdnnen jetzt wegen der gleU 
eben Gränaen in eines mnsnsusengesogen worden, und dies gäbe 

eine sebr gute Reduetiou, wenn noch s=/'(a) wäre, weil man 
dx 

iann /(aVr- als geBoinsebaftlieben Factor der beiden Kreisbogen 
ibsondern icBnnte.', 

Der Bedingung /(-^jsp/lCa) kann al^er sebr leicbt genügt 

' 1 
Verden, wenn man /'(s) = 9}(3 + — ) setzt, wo 9 eine beliebige 

uncfion bedeutet; es ist dann durch Vereinigung der beiden in- 
egrale 

= J*^ [Arctan % Aretan -^1 SPC* +. "J") 

(n gilt aber für jedes % die Forstel: 

Arctan « Arctan — - = ArctaB oo 

adurch yerwandelt sieb die obige Gleichung in die lolgtndot 
elcber wieder ^ fir a gesetst worden ist: 



m 



DoHb eine ganz aB«loge Betraclitung wird man auch folgende 
GIdcliiiDg finden: 



i. I. 



/"*r.,(x + i)^=«....(«) 



0 

t 



Jede der beiden Gleichungen (1) und (2) kann zur Auffindung 
%Mtiinaiter Integrale von aogebbarcn Werthcn dicucn, die erste, 
wann man die rancfiou (p so wählt, dass sich die Integration anf 
der rccIitcD Seite durch die gewöhnlichen Mittel hewerkstellij^ren 
läiBt, die zweite dadurch, daaa nan in ihr eine neue Veränderlicke 



i §.3. ^ 

Ninnit «an fax die Anwendiug der Formel (1) 



,SP(* + J) = (;j^} = 



u 



an wird 



wohei dap Integral ein rein algebraisches für jedes rationale ft 
nnftkrbnea ist« Z.1I. ftr/*=1, f»=3s 



y'" Are tan x 
• -1 



'* ar Arctanar 



SeUt man 



so ergiebt irtchi 



1 1 « 1 •.• 



Artao «/o: 



•• •. .. 

wobei en ebenfalla nicht acbwer int, .den WerCb den lategralaifndhla , 
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nach den gewöbnlicheD Regelo tu beidmmen. Man Gadet z. B. 
für die Fälle /* = i und /u = | : 

- * ^ 

« t:*.-^ v7^ = ^-2^ ••••^'^ 

/** Arctan.x-rf.r 3?i* /«^ ' 
Nehmen wir für die Anwendung des Theoremes (2) , . 

so ist wieder 



Von diesem Integrale können wir uns zu einem allgemeineren von 
ähnlicher Form erheben, wenn wir für ac eine neue Veränderliche 

^ einführen, wodurch sich die Gräuzca nicht ändern ; es muss dann 
tt 

auch sein: 

/o x^a^-\-x^' 

oder, wenn wir den Factor oV* + i weglassen und /ar — la für 

a 

schreiben, 

J 0 X 7 0 ^ ' 

Es bandelt sich jefzt noch um die Ausführung des Integrales auf 
der rechten Seite. Es wird aber für a^ = u {/% 

./o x\^-^X^^ 2((2f*-*-l/ 0 (l-4-s)2i" + l 

und unter dieser Form kann man den Werth des Integi-ales nach , 
der bekannten Formel: 

y** xp-^dx r(p) r(q) 

»I I., ' ■ ■ . • 

für p = ^T=:fi^i^' leicht bestimmen. Fühtt man diesen in die 
Gleichung (9) ein, so crgiebt sich: , ^ , . . ' . 

. .f^lx, X ^« [r(^ + i) P aOk. .. • 



0 



Ein Paar bemerkenswertlie spezielle Fälle dieser Formel liefern 
die Annahmen /u = #> — j und fizzzn, wobei »eine ponitife gsne 
Zohl bedeutet Veri^öge der Gleichuogea 

r(«)=:i.s.3:...(M— 1), 

r(m'^{)=^ ' * • ^ • r ^ ^> 1/5, 

welche für jedee gnnse poiithre m gelten, erhält mmit nftalieh 

/• '-^ Lv , X 1 . 2 . 3 .... (n — 1) Ict r-|v 

./o x^a^-^x^^ • ^«(fi+l)....(2»— 1)* 2«2*'**'^"^ 

y'*te._£_.2»»+l , 1.3.5 (2« — 1) nfa 

Für |»s=sO erhält man nnaittelbar ana (10) 

Zu bemerken ist noch, dass die Formeln (10) bis (13) bloss for 
positive a, welche weder =0 noch unendlich ffross genommeo 
werden dürfen, Gültigkeit besitzen. Denn die Herleitnng dieser 
Integrale beruht auf der Voraussetzung, dass die Gränzen des fro- 
her betraehteten Integralea 

sieb nicht ändern i wenn man — für jc setzt Dies würde aber der 
Fall aein, wenn asO, eo eder negatit geneaaien würde. 



i. 4. 

Be?or wir weiter ireheo, 'mStfen noch ein Paar Anweiidiiagii 
der Formeln (12) und (13) Platz finden. 

Man setze io (12) «i = 0, 1, 2, 3 etc., multiplicire die entge- 
henden Glieder ait iß*f jß* etc. and addire Alles» ao koamt: 



f. 



Bevor von einer Summirung dieser Reihen die Rede sein kann, 
müssen wir wissen, in welchen Fällen dieselben convergiren. Dies 
ist auf der rechten Seite der Fall, wenn der absolute Werth dei 

Quotienten ^ die Einheit nicht übersteigt, od«r.ifODn ^^^ß uf> 
In diesen Falle ist die Samme der RiMhe = Aresin Ferner 
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mit warn «ehoa Bedivgaog 2tt>^^6fiiii4eii haBiSif bo ist um 

so Dicbr a= -t- ^» > /ja?, folglich ^^^^^ ein ächter Bruch, für je- 

deo helicbijren Werth von a:. lo diesem Falle CODvergirt die Reihe 
unter dem Integralzeicheu für alle Werthe, welche a: innerhalb 
des Intervalles 0 bis oo auDehmea kann, uod hat zur ^^nun? den 
Ausdruck 

♦ • 

• . ß.T .... 



Foliren wir diese Summe o^st der TOrbergehenden io die Gleichttnir 
(14) CID, so ergiebt sich: - ' ^ . 

Setsen wir ooeh 2ß für wo oqo a^ß sein must, so ist, auch 

Ein .älinliebes Resultat ergiebt sich aus Formel (13) auf folgende 
Weise. Man nehme o veränderlich multipliciriB beiderseits 

mit tu dm nnd Integrire swiacben den Gränsen w = ^, «s«» 
se ist 

Hier kano man auf der linken Seite die Ordnung der Integrationen 
nmkehren und zuerst nach m integriren, Wodnrcn man erhält: ' 

Auf der rechten Seite von (16) ist 

M. 

j^iudu = min — tr =s /(n«) — tr, 
folglich 

ß a aß. 

Führen wir diese Ausdrücke in die Gleichung (16) ein^ so emchdnt 
dAs Resultat : ' 
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Die CSrSmii m wA sind nvr in §• weift beliebige als d% w%kt 
s^O, oo negativ geBOBunen werden dürfen. Dens a ned i 
waren die ^^nswertbe für w, d. b. für das iribereo; daher gekü 
die DetemiDatioDen für a ancb für m und - 



f5. 

Die ^rleguD^ eines bcstimmteo Inteffrals in andere Ton Uti- 
oeren iBterralieo ist ancb mit grossem Vortbeil auf Integrale fsi 
der Pona 

/(sin a?, cos ^) ^ 

anwendbar. Man denke sich nämlicb die obere Gräoze als ein ao* 
endlich hohes Vielfaclio von tt, und zerlcf^e dcmgemäss das lote« 
gral in eine unendliche Reiite anderer, welche sänimtlich nach den 

Jntervall^ fortscbreiteD. l^s wird dann » /(sin jr, eos^) kun siit 
/{op) beieicbnet^ 




Ein Paar auf einander folgende Glieder dieser Reibe mit dem all- 
gemeinen Index r würden sein: . * 



Im ersten setse mail apsszrv — «, im aweiten = r^r H- «, ■owe^ 
den diesejbea 

■ 

Will man im ersten dieser Integrale die Gränzen Tertanscben, so 

bat man demselben das entgegengesetzte Vorzeichen zu geben; da- 
durch wird es wieder positiv und stellt sieb mit dem zweiten unter 
die gemeinschaftliche Form 

/ 0 m sfc» 

Wenden wir diese Transformation auf die Gleichung (18) an, iadev 
wir r der Reibe nach =: 1, 2, 3, n.8. w. aebmen and im anten Inte- 



V 
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grate s fär MM« , erlialteB stamtneb» httogrila anf der 

rechten Seite die gleicheu Gränzen 0 bis ~ und können daher in 
ein ^iBtlgM laMiMnieogesogen werdea, nämlicb io das folfj^nde : 



(W) 



,/e* « «— » ^ 2ii-^« * t 

Ks kommt jetzt auf die besondere Beschaffenbeit der Funktion 
f{a:) an, wenn die unter dem Integralzeicbeo eingeklammerte Reihe 
sumoiirbar sein soll. Dass hierbei die Funktion immer noch ziem- 
lieb allgeBein bleiben kann, wird naa sogleieb sebei. 

» » 

f.«. . . 

Man nehme erstlich = sin ^ . 5p(sin'^, cos'ar), wobei y 
eine neue beliebige Funktion bedeutet. Da dieselbe nur die Qua- 
drate von sin. und eos. entbält, so ändert sie Ibren Wertb nicht, 
wenn man it ^ n ^ 2it-^ % u. s. w. für setzt. Die Zeieben« . 
folge in der Reibe (19) hängt jetzt bloss noch von sin^ ab, und 
da dieser positiv von 0 bis TT, negativ von n bis 27r und so ab- 
wechselnd ist, so wird das erste Paar Glieder jener Reibe positiv, 
das zweite. Paar negativ, und so paarweis weiter. Wir haben 
daher 



siD^9)(8iD'a?, cos*a?)^ 
0 * 



Die Summe der eingekianmerten Reihe ist aber nacb eiaeai be- 
kannten Satie = -4-, folglieb wird 



Mns 



sin . SpCsin'or, cos'or) — - s=s /* ^(sin'x, cos'x)</x. . (20) 

Da das Integral auf der rechten Seite viel einfacher als jenes anf 
der linken ist, so wird es leiebt sein, die Pnnktioa so zu wäh- 
len, dass naa dea Werth des lategrales reebta' angeben kann. 
Es sei i|.B. 

9>(8in*«» cos'or) = (sin'or)^. (cos'o:)", 

so int die reebta Seite 



sin*"« • eo#"« «b. 
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Für sinxssd? geht diesGi Integ^rai in das folgende über: 



SM— 1 



tX 0 



unil dieses verwandelt sieb fdr ^*=8y In 
dessen Werth sicli naeh der bekannten Formel 

kicbt angeben lässt^ wenn man |isM + i) ^ = » + i aiani 
Wir babä daber 

nnd 

Flr gante positive m und « erhiUt man bierans 

Für » = 0 scheint die Formel unbranebbar an sein. Man erbÜt 
ffir dieaen Fall nnmittclbar «ns (21): 

Jo X 2.4.0. ...(2ot) 2* 

Man darf die Formel (21) auch für gebrochene m und » benoties, 
i^obald die Menner dieser Bröcbe nn|^ade Zablen sind. Denn wäre 

im Gegentbeil z.B. «i = is=^» so würde 

9p(sin*4r,' cos'o?) = sin 7d? . cosTor 

sein, und diese Funktion iiat im Allgemeioen nicht mehr die Fügten- 
scbaffc, ihren Werth zu behalten, wenn man ritzhix für a: seut, 
wie dies snr Aufstelinng des Tbeoremes (20) nötbig war. 

Ein anderes bemerkenswertbes Beispiel rar die Anwendang dei 
Satses (20) lielert die Annalijae: 

«(sia'or, cos'ar) '= ^ ^. . , s= - — tt — \z rr- 
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Auf der rechten iS'eite steht dann das Integral 



r 

J 0 l-i-2X, ( 



■ cos 2s -f- ' . 
welches für x = -^ in dus folgende übergeht: 

dx 



dessen Werth nach der bekannten Furmel 

gefunden werden kann. Für jedes beliebige /r ist hier 1 -l" Xr' 

>2>t, folglich «>Ä, ferner V a*—6' = Vl—'iA*-+-A:*, wofür 
man 1 — oder — 1 setzen wird, jenachdeoi A: <Z odcr>>l ist. 
Wir erhalten zuletzt 

y**^ sin X dx |_ ^ 1 

0 1 H- 2it cos 2x X;» ■ o: 2 ' l — ^ ^ 

wobei das obere Zeichen fiir den Fall ^<^L und das untere für 
den Fall /:>! gilt. . 

§■7. 

In dem allgemeinen Theorem (19) nehmen wir jetzt 

= tan a: . 9)(aiu'ar, cos'or). 

t 

Die Zeichenfolge in der dortigen Heihe richtet sich jetzt nach 
der tan., und da diese in jedem Uuadranten ihr Vorzeichen wech- 
selt, so ergiebt sich: 

^ tan . 93(810 'o:, cos'^)^ 

n 

Die Summe der eingeklammerten Reihe ist aber =001« = —^» 
folglich haben wir: 

n_ 

^^*tanar. ^(ain'ar, co8*.r)^ =^^g)(sin»a, cos's) (25) 

Vergleichen wir dies mit dem früher gewonnenen Resultate (20), 
80 ergiebt sich: 

. f * * 
tan^ . g)(sin'.r, cob'^c)-^==^ sio^.5p(ßin".r, cos*^:)— (26) 



iO data man also in den Gleichungen des vorigen Paragraplien, obne 
sie zn störeo, den Faktor tuko: für aiaor subatituiren darf. Z.B. 
•ua (22): , 

Ebenao folgt aoa 

0 * 2 

anch 

/-Äf^r^f (28) 

> 

ttud 1U4 dem Integral (24): 



I 



♦,8. 

Während wir bisher in der allgrmeinen Reduktionsformel für / 
die Fonktlon 9 einmal mit dem Faktur siu a:, dus andere Mal mit 
dem Faktor tan naltiplicirt geaetst haben, können wir auch 

/(•in coa a:) = -r— ^(sin'jp, cos'or) und= -JL- 9(8in'^,co8*;r) 

nehmen. Die Zeiehenfolfen in der Reihe (19) sind dann die näiD 
liehen wie in delT Beiapielen der Paragraphen 5. und 6.: man er- 
^hftlt leicht • 

n ' 

y** y(«in*a^ co»»af) • rfr _ /'» (/(sin»», co s»») . 

« 

y^* y(sin»j:, co8*j?) /*a y(aip««, cos»») . 

0 tano? 's •/ e tan»« 

oder, weil -i--=r:-4r--'l «*» 

^^^€ot ^ . 9>(8in coa'or) — 



/'g yCain» », cos»«) , Z*» / • , , x ^ 



(SI) 



Zu diesen Sätzen (30) und (31) wird man eben so leicht passeadf 
Mspiele finden^ m ale aieh für da« Theorem (20) früher darhote». 
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Ein anderes bemerkenswertbes Beispiel für die Anweadung der 
Gleichung (19) liefert die Aonahme: 

l — tan X 

Man findet nämlich 

/{,) =/{n -f- X) =/{2n + %) =/(37r H- *), 
fi^ - *) = A2n - X) =/(3;r -,).... = /(i^^)» =:-/t«), 

mitbin 

tan Xydx 



0 1 — tau X' X 



= /SI L. + _l j /(izhifüLf ) V, 

»/ 0 5 71 — a n-t-s 2n — s ' I — tanx' 

oder, weil die Samme der eingeklammerten Reibe = ist^ 



tan X 

11 



y^*« ! tan.g >,rfj: / ff ^ '^'^ (32) 

0 1 — tanx' j; »/ o 1 — tan tan x' 

Setzt man in dem Integrale recbts tans = ««, also x = Arctan 
80 wird </» = r———', "od wenn x = 0, a = ^ geworden ist, bat 
u die Wertbe 0 und so angenommen. Also: 

./o *1 — taiix' lans •/ 0 M — «' «(!-♦-«') 

Wollen wir jetzt den Logarithmus in eine Reibe verwandeln, so 
müssen wir dieselbe so einricbten, dass sie für alle Wertbe von 
« = 0 bis =: 00 convergirt. Dies geschieht leicht durch die Be- 
merkung, dass 

2« 

J 



*1 — u' 



ist. Denn die vorstehende Reihe convergirt immer, wenn 

1 -f- w 

ein ächter Bruch, d. h. 1 H- «* 2« ist, was aber für jedes belie- 
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bige m «tattfiodet Sobititiiireii wir diese Reihe In dai Integral (33) 
und integriren jedei einxelne Glied« so ergiebt sich: 

/^°° du 2* u^'diii 2« . ( 



• (34) 



Kill allgemeioes Giied dieser Reihe wäre, abgeselieo vom Coef- 
fizienten, ' ^ 

.welches fdr « = in das folgende übergeht : 



1 g g<»»i— itfS 



dessen Werth sich nach der in §. "2. angefülirten Formel von deo 
Guminafunktioneii uu^ebeii lasst. Derselbe ist nämlich für =: is+f « 
// + y = 2a + ^ = ^ + y : 

1«S.5.«..(2«— 1) ^^^ ] .3. 5.... (-2/1 -4-1) ^/^ 

, r(n^lßXn+l) _ . 2« 

1X3»-»-^ 1.2.1 («Ä-H7~" 

71 1. 3.5 (2// — 1) 

» 2*»+«* 2.*.6Tr..(2l») • 

Für i»=:0 bat man unmittelbar 

r(2) — 1 — — ^* 

Sabstitnire» wir diese Wertbe fdr «=sO, 1, 2, 3 ... ia die Gl«- 
chung (34)y so ergiebt sich 



0 MH-w') **^*^^2.4 »^2Ti:6-^^''* 



»2. 



folglich yernoge der GleichangeB (33) und (32): 

«/ 0 1 — tan o? > ar 2 
Nimmt man ähnlich 

' U — sm ' 

so findet sich 



Digitized by Google' 



329 

wie inan auch mit Bülte der Formel (23) ableiten kann, wenn man 
den Logarithmus in eine Reibe verwandelt uod jedes einzelne Glied 
iotegrirt Biaii darf hier «te loMe .Reilianeiitwickelung anneb- 
Ben, weil die Reihe 

coDvergirt, indem ein » ein ichter Brach iet. Wollte nun dage* 
gen In der Formel (85) für den Logariihmnt die Reihe 

4)tan ^ + i ton'o: + ^ tan';i; H- .. • . i 

■etmen, lo würde ein ganz feliehea Reeultet eneheinen, ' weil die 
Reibe nicht för alle Werthe, welche ae in dem Intervalle 0 hia oo 
erhalten kann, coDvergirt. 

fihenfo linriehtig würde et leln, den Werth des Integrales 

dadurch finden sn wollen; dast am für tan die Reihe 

^»"^^ 1.2.3.4 ^ 

.aetste und jedes einselne Cllied integrirte. Man würde finden 

y^^tanor^ y(2»-l) p » . 2*(2*_1)« qd\ 



• • • • 



d. h. =00, weil alle Glieder positiv sind. Das Resultat erweiit 
sieb, mit Formel (28) verglichen, als fala^; was daher rührt, dass 

jene Reihe nnr dann tan jc anr Summe hat» wenn » nicht >\ 

ist. Für a?=7j' divergirt sie, darüber bioons nm so mehr, während 

tan (^H-a:) = — coto; ist. — Wieder ein Beispiel, wie vorsieb- 
tig man beim Gebrauch unendlicher Reiben sein muss! 
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XXXIV. 

GMBijBtriBdker Lehnats. 

Von 

Heirn L. Mossbrugger, 
Ldmr der Uübetnadk im d«r . KifitmtiMoliaU tn Aarav. 



iD dem Dreieck ßJC (Taf. IV. Fig. 6.) halbiren die 
Liuien BE und CU die Winkel ABC und jiCB, überdies 
\%t BBrss CD'^ man «oll beweiten, du%m AB ^AC^ 

das Dreieck BAC gleichschenklicb ist*}. 

Setzen wir AB — c, AC=b, BC=a, nC=zßt BEz=r* 
ao ist oacb einem bekannten geometrischen Satse:. 



s 



Weil nach der Voraassetzung /?=y, so ist, wenn wir c — b mit a: 
bescicbnen, «-|-(c — ^)s=:a-4>ar, a — (c— ^1)=« — a;, c=^-i-.2"; 
«+e=5«-|-^-ih^, and daher; 

WOfMU wir die Gieicbang^ 
erhalten. 

Dieser Gleichaog wird Genüge geleistet 

0) wenn : ^rsO, oder c — ^ = 0; 

„ „ (a-|-Ä)»(« + 2*)H-(«+^)(«-+-3<J)ar-4-^^'=0 

ist. Aus o) folgt c = 6, was zu beweisen war. Aus 6) folgt, 
data auch 



Der Herr Verfasser des Torliegenden Auütataes achreibt aiir bei des* 
sen Uebenendung, das* ihm der obige Lehrsatz tob Rerm Prof. Steiner 

zu Berlin, als derselbe ihn auf seiner letzten Schweizerreise besuchte, mit 
der Bemerkung mitgetbeilt worden sei, dass der Beweis dieses Lehrsatzes, 
fUMeeehtet dessen scheinbarer Geringfijgtgkeit, doch mit einigen Schwierig- 
kttten verbunden sei. Herrn Professor Steiner sei aber iler I^ehrsatz vor 
swei Jahren von Herrn Prof. Lehmas in Berlin vorgelegt worden. G. 
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• • . 

Sind ^ Müd'jf die^ Wonela 4ieMr Gleichuog, so ist wtk «iaigeii 
JtedaedoncB« 

a^=-(i,H-Ä) (2) 

/IT 5= 2 . . . . ^} 

Bi folgt also ans (2) o«cb deo obigen AaBabmaa» dass 
€? — ^ — («H*^) «dar ^ss«— ar • • . • (4) 
sei» Qod ans (3), dass . . 

Aus (4) jfeht aber bervor, dnss, wenn vr\t AB* :=z BC macheo uud 
iij mit Cverbiodeo, aisdann die Wiokel ß'ßC mh^ ß'CB durcb 
die Linien BE* und CD' balbiren , endlicb diese bis zu ihren re- 
spectiven DurcbschoitUpunkteu E' uud D' mit CB' und BB ver- 
l&Dgero, aach ia diesen Fall 

aet 

Eadlicb £ftlgt Boah ai^e (5), dass» weaa wir sa b u. V^(«»|-^)««f^ 

die dritte Proportionale «uebea, and diese, anf die Verlängerung der 
Linie BA vou A nach Ä" tragen, so dass also AB^ = * * 

ist, alsdann B' mit (7 verbinden, und die Winkel B"'BC, B'CB 
durch die Linien BB' und CD\ welche AB und AC iu D" und 
BT treffen, balbiren, auch in diesem Fall BB'»= 4)Or sd. 

Eine sweite mehr elesieBtara, aber aar den einsigen verlaagtea 
Fall beweisende Deduction des Satzes ist folgende: 

Wir setsen folgende geometrisebe Sätse.ais bekaant Voraaa: 

BCiJB = ECiAB (1) 

BCiAC^BDiAD . . (2) • 

wiiBE^^BCY^AC^BDY^AD (3) 

CD^=BC^ABSCy^AB (4) 

Da nun ßEz=: CD, so folgt aus (3) und (4) 

BCxAC^BDxADzzziBCxAB—ECy.AE ... (5) 

Weil aber AB = BD-^AD, und AC=EC'h^B Ut^ so er- 
halten wir leicbt aus (1), (2) und (5) 

- BC^BC^BCy.AE— BDy.AD=BCy^BD'^BCy.AD 

-^ECXAE,,,, (6) : . 

ßCv^AEz=^ EC {BD 4- AD), 
BCy^AB^BBifiB^Ams 
folglich wird nach No. 41 an: 

. BCy,EC-\'ADy,EC'^AEY.EC=^BCy.BD'^AEy^BD'\' 

ABy^BD oder 
BCx\BC-\'AD'^AE\=:BDx\BC'^AB'^AB\ oder 

EC=BD, 

In den Dreiecken BEC und BDC sind daher alle Seiten gleich, 
mitbin diese congrueot, und daber '^ECB ^^-^DBC^ folglich 
mc^ABz=t AC^w%M aa beweisea war. 
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XXXV. 



Uelnnigsaiifgabeii ftkr Scholar. 



Ein geometrischer und ein ariüunetisclier Satz. 



Kennt ann von einem fferedlinigen Dreieck den Halbneeter t 
des einbesebriebeoen , den Jt des amsebriebenen Kreises und des 
^ eines der äussern Berührungskreise» und setst der K&rme wegcs 



Eine decadische Zahl ist durch X^.n^a theilbar, wenn der 
Unterschied zwischen dem /^fachen der letzten und dem afacbeo 
der übrigen Ziffern durch lO.^ + a tbeilhar ist; oder sie ist durch 
10/» — a theilbar, wenn die Summe aus dem »fachen der letztea 
nnd dem «fochen der übrigen ZiffiBm dunjb 10 ••—-«r tbellbar iit 
(In beiden Fällen bezeilsbnet m jede beliebige gnnse Zabl tob 0 ss 
nnd u die einfachen Ziffern von 0 bis 9.) 



8o ist s. B. 

aOi tbeilbar durch 43 = 40 + 3 = 10 . 4 + 3, weil 

, 30 . 3 ~ 4 . 1 = 86 durcb 43 tbeilbar iit 
861 tbeilbnr dnreb 20 9.30 ^ 1 s=s 3 . 10 — 1, weil 

3 . 1 + 26 . 1 = 29 durch 29 tbeilbnr iit 
1157 tbeilbar dnreb 89 = 90 — 1 = 9 . 10 — 1, weil 

7 . 9 -h 1 . 115 = 178 durch 89 theiUinr Uit. 
810 theilbaf durcb 68 = 70 — 2 = 7 . 10 — 2, weil 

7 . 6 + 2 . 81 = 204 durch 68 tbeilbar ist« 



Von dem Herrn Professor Pross an der poly tecb oiscbeD 

Scbnie su Stuttgart. 



S a t s 1. 




Satz 2. 
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Lehrsatz von den Binomialkoeffizieiiten. 

Von dem Herrn Doctor 0. Sohlömilch zu Weimar. 

Bezeicbnet eine beliebig-e Grösse, n eine ganze positive Zaiti, 
80 ist die Summe der (« + l)gliedrigen Reibe 

(i« — «)o — — «-+-2), 

= ^ f^i" für ein frerades n 

uod = 0 für ein ungerades n. 

Wie lässt sieb dieser Satz, der gelegentlich gefunden wurde, 
auf elementarem Wege beweisen? 



XXXVI. 

Mi s c e 1 1 e n. 



Auszug aus einem Briefe des Herrn Professor Steicben 
an der Ecole militaire de Kelgique zu Brüssel an den 

Herausgeber. 

J'ai lu duDS le deruier No. de votre estimalile Journal ") T^nonc^ 
d^un princi|}e general de mecanique, qui ne me parait guercs nou- 
venu (si toutes fnia j'en ai bien cntn|(ris le sens), et quo j^^tablis 
de la ittaniere siiivante dans nion cours de mecanique, que je pro- 
feose a l'Ecole militaire. Uuand des forces appliquees a un Systeme 
quelconque de Corps ne se font pas ^qui^ibre, il y aura mouvemeot 
apres un temps quelconque /, et pendunt Pinstant suivunt dt, ces 
forces modiiieroQt inflnimcnt pcu les vitcs^es des difTerentes masses 
du Systeme; mais ces accroissemonts de vitesse inataotunes donne- 
ront lieu a des r^actions, et l'equilibre subsiste eotfe les forces 
sollicitantes et ces forces de reactiou dues ä Pinertie de la matiere: 
Kn effet les furces modiflcatrices transmettcnt par leur action im- 
m^diate ou par le moyen des Inis de liaison des ciForts, les quels, 
B*ils ^taient pris en sens contraire, fcraient equilibrc aux forces pro> 
pos^es, puisqu'ils empdcheraient ces moüifications de vitcffie: mais 



•) Literarischer Bericht. Nr. XII. S. 184. G. 
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tM effbrts aiDsi CDvisag^s, sont pr^isement la Beture des r^eÜMi 
«i'inertie. Donc il y a ^uilibre CBtra lea fianes Bollicitaates et lei 

r^actions J^inertie. Od voit que le principe est la g^n^ralisatioD 
naturelle (1*ud principe qui date de Newton , et qui est connu sous 
le Dom d'^gaiite de l'action et de la r^^action; Tid^e de cette geoe- 
raliaatioD, je ne bite de ]e dire, ne m^appartieat ai^nie pas; je l'ai 
pnii^e dao8 le conhi de n^eMiqiie milkevrenseBeDl trop peu r^paäii 
eDcere de HoDsieor Poneelel; . mIi je para de Ik penr teblir ea* 
■nite toutes le^ autreg notioDs de dynarniqne et ponr moBtrer le 
inoyen de mettrc en ^quations tous tes. probt^mes possibles; ce qui 
dispensc du faiueux principe de D'Alembert qui uie parait nnoios 
clair, moins direct, etsurtout plus embarrassant dans ies applicatioos. 
Traduisons mainteDant TeDooce en formale. Soieat 
•]e9 forcea appliqu^ee k de certaina peiata A', Ä*y •••• d*ni 
atime de nuuisea m\ wt^ ml*' ,,,.\ v\ i/\ c/''.... leaTitteaeadt 
ceihs-ci apr^s le temps et äv, </e/, äw^^ dtf'' lea aiscroisse- 
ments de vitesse instantanes engendrds par Ies forces donnees; la 
masse m ^prouve donc de la part de ces forces uo efl'ort de prei- 

aioD daaa le aeai^ de v doand par r^aation jpssai , Eo adaet» 

taat nne notatioo aaalojB^ue pour lea autrea aiasaeat an roit Mdea» 
iMeat qae T^ailibre dait sabiiater eotre les foreea jP, J"^.... 

et entre lea forces — 93, — y', — Sp'"...., qai seraient ap- 

pUqu^es h «w, m\ m'\ puisqu'ainsi les impressions dpruuvees 

par ces inasses seraient delruites par des forces dgales, et opposees: 
donc en nommant de^ äe^ de'\ de'" les cliemins decrits eo 
vertu des yitesses ac^uises Vy^ peodant le tcmpa dt, po aura 

par le pripcipe dea viteaaea virtnallas eflectl?e8: 




OD abr^viativement^ et a cause de de = väty de'=:t/di»m,m^ 

2.Pdp'-2,m.^.vdtz=z2,Pdp-:S.m,^^.d€='Q, 

^quatioo qui exprime le principe des forces vives instantunees; qoi 
conduit aussi par rint^gralioo k celui des forces vives fioies, et 
qni ae tronVe anisi d^moorr^ dejb daaa le caara de Mr. Ponedet. 
Camaie ob a> ea Dommant Q, Q^.... lea poids dea maaaea a^ 
asV wf ..••^ 9Mn^ k la aurface lerrestre, ob ^ralaera cea der* 

ai^es par lea ^ttatioaa: «iss^, ai'ssS^...., g expriaiant la n> 

tesse acquise par uo grave pendant uoe secoode: ce qui peribet 

d'ecrire aussi: 

^sS.Pdp^2^^.de.^=S.Pap--^,S.Q.dv.de„... 

^quatioB qai ezpriaie aana ddate l'^aonc^ m^me da prioaipe ea 

qaestion: niais aupposoDS mniotenant qu'apres le tempa # oir pttiiae 
BB^antir »tout- a- coup Ies vitesses des masses «9, m\ 
troubler tontefois la figure du Systeme; des lors on pourra lui in- 
priner un dcplacement arbitraire^ dans lequel Ies poiots d^applicatioa 
A\ A".,,. d^crivent lea cbeaiins dp, dp\ dp",,.i auivaot les 
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lignes d^actiffti de« forces /*, /*", , et cenx des points 

d*applica(ioD »», «»', i»'' . . . . des forces — <p, — 50', — q>'\ — y>'" . . . . 
decriront aussi des cbemiDs arbitraires dcy de"^ Sief".... et Tod 
aors encore: 

:S.Pdp—^,<t>.de=z(i,(iVilP9p L.^. Q.dv.de = 0 

gat 

et cette ^^uation est plus generale que cellc donoee d'abord. Au 
reste ce>ci ne saurait en rieo porter atteinte au in^rite de l'ouvragre 
aoDODC^, et il u'y a sans duute pas d^iaconvenieot, Monsieur, de 
voir pr^sent^ quelques observatioos a cet dgard. 

Si k l'avenir Ics remarques de ma part, sur la m^canique ra- 
tionnelle et appliqu^e, ayaot quelque mdrite de nouvesut^ peuvcot 
faire pluisir ä vos lecteurs, je prendrai la libert<^ de vous eu coin- 
muoiquer plusieurs; ^our le rooment je me bornerai a co qui suit. 
Depuis loDg-temps je in^<^tnis appergu de la faute commise par 
Poisson aux sujet des axes priiicipaux et qui a ^te signalt^e dans 
votre jouroal. Eu effet dans hi tiieorie geu^rale que j'^tablis sur 
les axes priucipaux des corps, et qui comprend dans les cooscquen- 
ces ious les r^sultats, trouv^s anterieurement par Poisson, Bi> 
tiet et Ampere, se d^montre la nropri^t^ suivante: Toutes les 
fois qu'uD solide est pourvu d'un point fixe, situ^ dans 
Tan de ses trois plans principuux du centre; I*ud des trois 
axes permancnts de rotation en ce point est normal au 
plan, et les deux autres se trouvent dans ce mdme plan 
ou ils occupent une position qu*oa pcut calculer. Ce 
tfaeoreme conduit a une conclusion en elfet oppos^e ä celle dePoisson, 
comme on V& remarquc. Vuici un autre tb^orcme sur cette matiere, 
qui parait egalement noureau: Les troi^ axes pcrmaneots de 
rotation, rclatifs ä ud point fixe quelconque d'un solide 
de r^volution, sont Tun perpendiculaire au plan, deter» 
uin^ par ce point et par Taxe de r^volution, et les deux 
autres occupent dans ce plan une position que uotre 
tb^nrie perraet de calculer. Dans un solide homogene 
de lere classe un point fixe quelconque (6^), intericurou 
ext^rieur, et different du centre d'inertie (/) est ce 

3ne je nomme un centre de radiation plane normale 
'axes principaux: c'est ä-dirc que tous les axes en ce 
point situes dans un plan normal a la ligne centrale 0/ 
sont des axes permanents de rotation du solide, et ils 
correspondent tous k des moments d*inertie du corps, 
(^gauxentr'eux. 

Pour le moment je ue pousserai pas plus loin cette enomdratioo. 
Mais si des resultats de ce genre pourront vous faire plaisir, Mon- 
sieur, et Stre utiles k vos lecteurs, je vous prierai de bien vouloir 
lu'en donner avis, et des lors je mettrai tout mori truvail en ordre, 
et m'empresserai de vous le communiquer * ). Je termine par une 
deroiere remarque; eile se rapporte a la 3eme loi de Kepler. En 
admettant cette loi comme uu r^sultat d'observation, les auteurs 



*) Ich sehe init Vergnügen diesen Mittheilungen entgegen und werde sie 
sehr gern in das Archiv aufnehmen, so' weit es irgend der Raum ge- 
stattet. Gr. 



4^ mdcanique en concluent qite la force attPMlive du soleil rar deax 
planstes de m&me masse et a oiAmc distance, est la meme, partaot 
que TattractioD inh^Teote ä la mutiere inerte est ind^pendaote de 
la nature cliimique des corps attiren. Pour notre purt, nous pensons 
qu'il vaudrait mieux^ renverser la thcse, et raisuuoer de la maoiere 
■uivantes Oftiii la m^iiUre de Mtorer Ut fomt od ntmt «t Vou M 
d^jä ai^HietCre tocHemeot que rinteosit^ d'iiDe foree evalu^e en nea- 
bre, ert praporticDnelle a la qnaatit^ de moaveneDt au'^U^ engeadn 

dv 

en l'oDit^ de tenpi, et qu'oa a en g^n^ral 9) = «»^; ^quatioa «i 

l'on fait abstractioo de U nature chimique de la inasse, puisque 
Celle -ci o'eDtre daiis la formule ^ue par sa (^uaatit^. Pour proavcr 
maiateoant qu*il en doit 6tre aiosi,^ on a ä faire voir qoe toutes Im 
. Forces sont comparables a des poida; ear Pez'p^rieace pronve qii 

Pacc^l^ratioD terrestre est la niSme pour tous les corps que doqs 
mnnions ici bas, et que par suite die est inü^pcndaute de la nature 
chiinique de ces corps. Dono puisque Tiuduction nous porte k coo- 
siderer la pesanteur terrestre comme uii cos particulier de lu grawi- 
tation noiverselle, U faut qu^eo s^^ral celle-ci snit iud^pendaDtt 
de la aatnre ilea eorps attirdi\ dooe il devieot dvideat aiosi qe*! * 
dUtances Egales et gnr des nasses «l^p^ales l'action du ceutre attractif 
est la mdme. Mais en nommaat l*acc^)öratiou d'ane planete pla* 
c^c ä unc distancc initiale r, , T la durde de sa revolution syde« 
raie, a le deoii-grund axe de son orbite, ou a par la tbdorie coo- 

aie: JP, s i^) poar oae aatre plauzte, plaode k oae di- 

staaee ioitiale r', , on aura eocore Z^« = ^ ^ J j;-^ ; partut: 



7** : T** SB 



Mai« puisque les acc^ldratioas /\ , sont inddpendantes de h 
nature des aiasscs plandiaires/la lai des Ibrces inversemeot propor* 

tionnelles aux quarrds *des distanccs sN)hserve, et Pon aura paraaito 
/"..r',' = /',r,': partant: T^- : T'» = «r* : o'', ce qui 4dfliosti« 
rigoureusemeut la troisieme loi de Kepler. 



. Berichtigung. 



f. Saite 240 ganz am Ende setze au^n Icönait statt könnte. - 
Ünf Seite 366, Zeile 17 and 38^ nad auf Seile 267, Zeile 10 oadlB^ 
setze nan statt der Nummern 1), 2)^3), 4) die Nnmmern l.y2.,3,,i 
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XXXVII. 

Mittheilungen über die Constniction von Tan- 
genten, Krümmungshalbmessern und Normalen 
an Curven, deren Natur völlig unbekannt ist. 
Rectiiieation und Quadratur der Kreisevolvente 
und der entwickelbaren Sehraubenfläche. 

Von 

Herrn Wilhelm Pressel, 

Ingenieur •Eleven auf der polytechnischen Schule zu Stuttgart. 



Ehe ich auf die Sache selbst eingehe, glaube ich Folgendes 
über die allgemeinen Eigenschaften der Curven voraasschicken zu 
müssen. 

Ich denke mir eine jede Curve zusanunengeaetzt aus einer Reihe 
von unendlich kleinen, gleich langen geradlinigen Elementen; als- 
dann wird bei jedem Punkte die Verlängerung des zunäcbstliegen* 
den Elements die Richtung der Curve in besagtem Punkte angeben 
und diese Verlängerung heisst alsdann die Tangente. Man kann 
cor Tangente auch auf folgende Art gelangen: man zieht durch den 
auf der Curve angenommenen Punkt eine Anzahl Secanten, so wer* 
den auf denselben Sehnen von verschiedener Länge abgeschnitten, 
und man kann alsdann diejenige Secante die Tangente für den ge- 
gebenen Punkt nennen, auf welcher eine unendlicb kleine Sehne 
abgeschnitten wird. 

Denkt man sich nun eine Curve als zusammengesetzt aus un- 
endlich vielen ffleicb grossen geradlinigen Elementen, so werden 
diese Elemente Winkel mit einander bilaen, die man Contingenz- 
Winkel nennt, und welche dazu dienen, die Krümmung der Curve 
in jedem beliebigen Punkte zu messen. Da nämlich uie Elemente 
der Cnrve gleich lang sind, so werden im Allgemeinen die Coutin« 
genzwinkel verschieden sein, und man kann die Krümmung einer 
Curve in einem gegebenen Punkte dem zugehörigen Contingenz- 

Baad IV. 22 
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Winkel proportional setzen; denn man siebt, das« die Ciinre sieb 
desto fliekr biegt, je grösser der Conti ngenzwbkel ist 

Die Krümmung einer Curve in tamtßL koliebigen Punkte wird 
aber gewölmlicli dnrcb den BalbmeB<(er eitres Kreises gemessen, I 
welcber in dem angenommenen Punkte die zwei zuniicbstiiegenden 
Elemente mit der Curve geneioselislUieh bat, oder zwischen weU 
chem Kreise und der gegebenen Curve eine Oscolation der zweiten 
Ordnung Statt findet. Diesen K/eis nennt man den Krümmungs- 
kreis, seinen HallinieBser den Krfiinaangshslbinetinr nnd wA- 
nen Mittelpunkt den Krümmungsmitfcolpnnkl fÜr den nngeno» 
menen Puukt auf der gegebenen Curve. 

Es seien üüoAB und ^C. (Taf. VI. Fig. 1.) die demente einer 
Corvo, welche sieb in dem Punkte A liegegnen, der Contingeas^ 
winket ßA iJ = (p, so muss man also, um den Krümmungshalbmes* 
ser zu erhalten, den Mittelpunkt eines Kreises bestimmen, von wel* ' 
diem jiS nnd nwei Klenente, d. b. swei naendltek kleine 
Seltnen sind. Man balbire beide Elemente in /^nnd G und errichte ! 
in diesen Punkten auf denselben Perpendikel, so wird der Punkt 
in weichem sich dieselhon schneiden, der Mittelpunkt des Krüsi« 
nungskreises und also JSA der Kriimmunffsbalbmesser sein. Man 
sieht nun leicht, dass der Winkel fEG ae« Centingnnnwinkel 
gleick ist, und maa hat demnach 

Da aber ein unendlich kleiner Winkel ist» so kann statt sei* 
Des Sinus den Bogen selbst setzen, also: 

AB=i%EA.\=:EA.<f, 

Bezeichnet Win nun die Länge der Eiea«iCt AC und AB m&t dh^ 
den KiüNiniigahalbnleMer mit so hat nwk nach dem Ohigmi 

Da aber nach der Annahme die Kriisianng einer Curve dem Con- 
tincenzwiokel proportioairt ist, so siebt man aus Mo. 2, dasa die- 
selbe auch umgekehrt, proportionirt Ut dem KrüoiainngakslbBMBser. 

£rsteAufgabe. 

Es ist eine Curve TFCTaf. VI. Fig. 2.) gegeben (ver- 
zeichnet), deren geometrische Eigenschaften unbekannt 
sind, es soll ikt einen beliebigen Pui|kt M derselben 
die Tangftnte und der Krnsauagabulbmeeger «enittBirt 
wenden. . , 

(J^roy, Geometrie descriptive. \, 572, 67&) 



Digitized by Google 



Erst« Avfliinnfr- 

Man ziehe durcb den Punkt M verschiedene Sebneo MA^ MB^ 
MC, ... MD^ ME. . . verlängere dieselben und nadie jtfivss 
ßb:ss CSß9 . . . . = Dd =.Ee =...,, alle gleich einer beliebig an- 
genommenen I^änge /, und verbinde die Pankte c . . . . d^e 

durch eine stetige Curre V V. Beaeichnet mun (Taf. VI. Fig. i. 
snd Fig. 4.) /* ^en beliebig mf der Cbrte 17 r aDgeRooiaeacD 
Ponkt und n seinen JsntspreckeDde« Pnskt auf IT F', « die Läoge 
der SebD« MP, lo hal meii: 

j|^si-|.«(TfeiVI.Fig.3.), Jf^ssi— «CTar.VI.Pig.4.) 

Mimmt man nun den Punkt p oneodlicb nahe bei J#, so wird * im 
VeffkilteiM SM / «Mdlicb klein «ad kan» aho verTCeUMgt wer- 
den. Beieiclinet nun (Taf. VI. Fiaf. 2. ) m ticii dem Punkt Hf ent- 
sprechenden Punkt auf U'V't so hat man Mm=:l-+-dg oder==r/. 
Man erhält also den Poakt indem man Ton M ans mit dem 
HalkMeMwr / einen Kreis beschreibt; alsdann wird der Pnokt, in 
welchem dieser V V schneidet, der gesachte Punkt m sein, und 
verbindet man diesen Punkt mit M, so ist diess die Tangente für' 
leteleren Pnnkt* 

Ks seien nun Jif J = MBr=ds (Taf. Vf. Fig. 5.) die Elemente 
der Curve L V, welche sich in dem Punkte 3i begegnen, so erhält 
man die entsprechenden Punkte a und // der Curve V'F\ indem 
man = ß6 = / macht, lo dass also die Linie alt die Richtung 
der Tangente des Punkteti m der Curve L' V angibt. Fällt man 
von b aus dai Perpendikel 1/6' auf ^a, so bat man: 

UfsmMh eis y, Mif^si Mk cof 9, 

Da aber 9 ein nnendUeb kleiner Winkel ist, so kann man statt sei- 
nes Sinaa den Be((«ii eelbst und slatir aeiMt Geriw den Werth 
l'setie», ao deas «so; 

Ferner ist db' ^Mm — Mlf ^{l-\-d»)^{l^da)z=z%U und: 
(l~dk>y /'f qd* if' 

Da aber der Krümmungshalbmesser ^ des Punktes Mss^^ so 
ist ^ = ^ vak nlw», wem man diees aabelilairt; 

tang a = ^ — |- oder (da ^ «neiidlich klein iat) 
lang ««^ und ^ = ^^. . 



340 



Diese Formel iianD dazu dienen, den KrümmuDgskalbmewer 4« 
Panktes M der Curve UV z\k bestimmeo (Taf. VI. Fig. 6.). 

CoDstruirt man uämlicb die Taogeote m7 der Curve L 'Y' 
(ffuiz wü£ iMtelbe Art, wie 4ieee. bei der CoBetrwtMB 4er Taogeot« 
mim getelieheii ist ), balbirl Mm in > fällt . von JB aus eio Pe^ 
pendikel EF auf die Tangente mT und verlängert dieses, bis et 
die Normale des Punktes jBf in O trifft, so ist dieser Punkt 0 der 
KrumaaDgsmittelpuDkt fdr den Punkt JU der €urve UVt denn es ist: 

ME 



tsnga 2 fang« 

Anmerknng. De die Liage / gens beliebig ist, so kann mu 
•ich dieselbe ändern lassen, und man wird auf diese Art ein System 
von Curven U'V erhalten, welche sich alle in dem Punkt schnei- 
den. lj)henso erhält man alsdann auf jeder dieser Curven einen 
Punkt, welcher dem Punkte m entspricht. Construirt man nun fiir 
»|Ie GnrveB U'V in den Punkten m die Tnegenteo, eo werlsi 
diese eine neue Curve einhilllen. Ich habe die Gleichung derselbce 

Sesucht und gefunden, dnss es eine apollonische Parabel ist, deren 
xe die Normale des l^unktes deren Scheitel dieser Punkt M 
seihst ist, und deren Brennpunkt die Entfernung 2ß von dem Schei- 
tel 3i hat, so dass also der Krümmungshalbmesser dieser Parabel 
fiir ihreu Scheitel M 4mal so gross ist, als der der Curve CT 
für denielben PonlU. 



Zweite* Auflösung. 

Man ziehe Sehnen durch den Punkt ^(Taf. Vi. Fig. 7.) und 
▼erl&ttgere dieielken, bis sie eine beliebig angeniNBmene gerade oder 
kmiime Linie icbneiden; alsdann macbe man: 

A"a=jia = MA 
€rezsiCc = MC und 



verbinde die Punkte 

A , ß' , C .... U , [j , . , , ^ 
/ -^''j B j C • • • . ^\ JS* • • • • 

dureh iwei stetige Curven VV und MTV**^ so werduu uicb dieit 
in einem Punkte m der Curve X F selmeiden und dieser Ptankt, Bit 
M verbunden, gibt alsdann die Tangente dieses letxteren Ptoukta. 

Dritte Auflösung. 
Durck die Punkte c.. e... , (Taf. Vi' Fig. 8.), is 
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welchen die willkürlicb angenommene \ ¥ durch die Sehnen des 
Punkts äf geschnitten wird, ziehe man Linien parallel unter sich, 
jedoch in einer ganz beliebigen Richtung, und mache: 



ßb—B'b = MB 
Cc==z C''c = MC 



l/d=B'd=MD 
Ee — Ee = ME 



und 



verbinde alsdann die Punkte 

A'\B'\C'.... D\E' .... 

durch zwei stetige Curven V V und L'"V'', so werden sich diese in 
einem Punkte m der X Y schneiden uüd JUm ist alsdann die ge* 
suchte Tangente. (Diese beiden Auflösuugsarten geben witeder Mit- 
tel, den Krümmungsbalbmesser des Punktes M zu bestimmen, weU 
che jedoch etwas verwickelter sind^ als die erste.) 



ZweiteAufgabe. 

Es ist eine ebene Curve /7r(Taf. VI. Fig. 9.) gegeben 
und ausserhalb derselben ein Punkte*, man soll von die- 
sem Punkte aus eine Normale an die Curve £7Fzieben. 

(Leroy, G<^ometrie descr. §. 324 , 325 > 326.) 



Auflösung. 

Man beschreibe von dem Punkte P aus Kreise, welche die ge- 
gebene Curve in den Punkten A, ß, C..., a, ^, c.... schneiden. 
Durch diese Punkte ziehe man Linien nach J* und mache: 

A'A = A''A = aa' = aa" = der Sehne Aa 
Bß' = Bß' = W = 66" = der Sehne ß6 
CC =: CC = cd = cc" = der Sehne Cc 



Verbindet man nun die Punkte 

A\ ß,C' . 
A", ß\ C" . 



. b\c' .... 



darcb zwei stetige Curveo VV und VV^ so werden sich diese 
in einem Punkte JM der gegebenen Curve schneiden, aod ^ 
aiäüauu der Fusspunkt der verlangten Nuroiale. 

Anmerkung. Man kttnnte aneh jiuf den naeh P gezogenen 
Geraden Stieke anfl^agen^ welche ao [g'^a aind ala die halben eit* 
sprechendea Seboeo. Auf diese Art würde man wieder zwei Curren 
erhalten, welche sich in dem verlanp^ten Fusspunkte M sdiDciden, 
und zwar so, dass jede dieser neuen Curven die gegebene Curve un- 
ter eiueui Winkel von 45" und dieselben einander selbst unter einem 
Winkel von 90® ncboeid cu j terner hüben die beiden Uilt'scurven io 
dem Punkte M glelfebe KrunununffsbalbMenMr» und swar. erhiUt m 
die Länge ß dieser Krununungsualbmesselr ala die Diagonale eioM 
Quadrats, dessen Seite gleich dem doppelten Krümmu^g-shnlbttMKr 
r der Cnrve (JV für dea Punkt ilf ist, d. b. ß = %r)/% 



Dritte Aufgabe«, 

Es sei eiue Curve UV von doppelter Krüuiinuog ge- 
geben, dereu geometrische Eigeosc haften unbekannt 
sind; es soll für einen beliebigen Punk^J/derselben die 
Tangente nnd die Osculationsebene bestimmt werden. 
- (Leroy, G^m. descr. f. 572» 654.) 

(Da die gegebene Gnnre windschief Ist, so denke ich mir dieselbe 
auf zwei I^roiectionsebeDeo bezogen und sämmtliche Conatroctieaea. 
nach den Lehren der beschreibenden Geometrie aimgefiilirt.) 

« 

Erste Auflösung. ' 

Man siehe durch den Pnnkt M (W. VL Pig. 10.) TeraehiedeBe 

.Sehnen ÜC^, JW, MC MD^ iTi?.. . ./Ycrlängere dicaelbei, 

und mache 

alle gleich einer beliebig aDgenommeneu Länge /; alsdann weideo 
die Punkte <0, A, c .... ^ . . . • mit einander ▼erbanlm 
eine neue windschiefe Cnrve IP V bilden. Um nun den Funkt icf 
Gurre U' V zu erhalten, welcher einem unendlich nahe bei ilf ge< 

leg^enen der Curve UV entspricht, beschreibe man von 3/^ aus mit 
dem Halbmesser / eine Kugel und bestimme den Punkt »s, iu wel 
chem dieselbe von der Curve L' V durchbohrt wird, alüdaun wiro 
dicbs der gesuchte Punkt und also ^si die verlangte Tangente 
sein,' woraus sich leicht die Nornalebene dea Punktes M e^ 
gibt. Bestiinmt man nun auf dieselbe Art die Tangente mT des 
Punktes m der Curve (J'V uud legt durch diese Taogeote «T 
nnd die Mm eine Ebene, so siebt man leicht, duss dieses die Oscu 
lationscbene der Curve LV für den Punkt M ist. (Projiciri maa 
nun die gcucbeuc Curve VV auf diese Osculatioosebeuc uud be- 
stimmt deu Krümmuugsbalbmesser fiir den Punkt ^^ dieser Pro- 
jecilon, so ist diess xugleicb auch der KrUmmungsbalboiesser fr 
den^Pankt M der gegebenen Curve.) 
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Zweite Auflösung. 

Mau uelime ganz beliebig eine Ebene FF* (Taf. VII. Fig. 1.) 
an, ziehe Sebnen durch den Punkt M der gegebenen Curve, und 
verlängere dieselben, bis »ie die Ebene durcnnobren; es geschehe 
diess in den Punkten a , fj ^ c . . . . ä , e . . . . Nun verbinde man 
diese Punkte durch eine stetige Curve X Y} ferner ziehe man in 
der Ebene FF^ durch die Punkte a, 0, c .... </, e.... Linien pa* 
rallel unter sich, jedoch in einer ganz beliebigen Richtung, und 
mache alsdann 

ee' = <fe" = ME 



aa' 

cd : 



•.aa 

6b". 
ce" 



.MA 
MB 
MC 



verbinde alsdann die Punkte 

^ ^ • ■ • • ^ ^ ^ ) ^ » « « * 

durch zwei stetige Curven LI' V und L-" V, so werden sich diese in 
einem Punkte m der X Y scliucidcii, und dieser Punkt gibt alsdann, 
mit M verbunden, die Tangente des Punktes M der Curve 17 V. 
Die Sebnen, welche man durch den Punkt M gezogen hat, bilden 
eine Kegelfläche, deren Spitze der Punkt M und deren Leitlinie 
die Curve L'V ist, und welche die Ebene FF in der Curve XY 
durchdringt. Man siebt nun, dass eine Ebene, welche die Kegel> 
fläche längs der Seite Mm bcrülirt, zugleich die Osculationsebene 
der Curve fiir den Punkt M ist. Construirt man also die Tangente 
ffiT der Curve \ Y und legt durch dieselbe und die Tangente Mm 
eine Ebene, so wird dieses die Berübrungsebene der kegelfläcbe 
längs der Seite Mm und also auch die Osculationsebene der Curve 
VF für den Punkt M sein. 



Vierte Aufgabe. 
Die Länge der Krciscvul vcntc zu bestimmen. 

Auflösung. 

Der Kreisbogeu AM=.sz=.ru (Tuf. VII. Fig. "i.) sei in eine 
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nnendfich grosse Anislil m gleich langer |i;|e«eiite yon der Liege 
dg getbeilt. Die ContiiigeDzwlDkel dieser Klenente werden eioaih 
der gleich sekf man setie jeden derselben = jp. Man hat demnack 

^sr r ; 9 = mdt = r« s AM,- Man Bndet nttn die LSngsa 

der Evolventenelemeote Ad, Lc^ cd ,,,, als die Läog-eo vou klei- 
nen Kreisbögeu, deren Halbmesser die Linien AB^ hC^^ cD^ dB^ 
sdb, 2«Cr, idt^ 4ä$ .... muü sind, und deren Gentriwiokel imsMr 
SS y ist^ Man hat also Bogen 

= . 5P -h 2i/* . y -f- 3</» . jp -I- . • • . 4- «»«iÄ» • y 
= d9.f .... -4-ei) 

^ s=:ds,9 (1 «) 

Da aber m unendlich gross ist, so verschwindet in der ParealheN 
die Zabl 1 gegen und ipaa bat also: 

AA=:ds , w es ist o) = — , also diess substituirt: 

AAl=^ ^ ; da aber mäs JUA z= ru, so ist auch 



AA^l^-^^-^, 

Die Länge eines Umlaufs der fc)volvente ündefc man, indem .man is 
.dein Werthe für / tt = 2;r setzt, alsdanu ist 

Oller gleich dem Umfange eines Kreises, dessen Durcbmesser gleicb 
dem iJmfaogc des gegebenen Preises ist. 



• Ffinfte Auf gäbe. 

Den Inhalt des Stücke iwisehen dem Kreise» ond sei- 
ner ETolrente s« heetimmen. 

A'u f I $ s n n g. 

Dieser Inhalt wird erhalten durch die Summation der K^reisasf« 

schnitte ABlfj &Cc, cDd.,.. 

Es SBi dJEe der Ausschnitt, so ist sein Inhalt: 

^z=:^de. dB= imd$. f * mdi^im*ili* 

Setzt man in dieser Gleichung «=1, »=z=2 bis n-=m uud 

summirt die hiedurch entstandenen Werthe, so erhält mau den In 
halt Q d^s Stücks zwischen dem Kreise und der Evolveotej so ^ 
also: 
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Bs ist «her die Siiiiiii« 4leser Reihe s ^ + ^ + y> «lao: 



SiBtst man für tp leiDen Werth nnd dividirt eSoiBtliehe Glieder 

in der Pureuthese durcli m* , während mau die Grosse ausserliitlb 
derselbeo mit m*. iiultipHcirt, lo hat man: 

Da aber m uueDdlicb gros» ist, so kano man in der i'arenthese 
Ii 

die Brüche ^ und veraaehläsiifen» aad forner Iladd man s^att- 
m*d9^ die IJInge oder r*a' aetaen, ao doas also: 

i 

\ 

Q=-^ oder 9= -y-. 

Sechste Aufgabe.- 

Den Inhalt der entwf ekelbaren Schranbenfiftche au, 
finden. (Leroj f. 456.) 

AufiöBong. 

Diese Fläche entsteht durch die Verlängerung der Elemente 
«iuer Schraubenlinie und ist also eine entwickelbare Fläche. Nimmt 
man die Axe der Sehranbenlinie aenkreebt an und achneidet die 
FIttche durch xwei UoriaontalebeneD, welche um eine Ganghöhe von 
einander entfernt sind, ao wird hiedorch die Fläche nach swei Kreist 
evolventen grcschnitten, zwischen welchen beiden Gfenzen die Flä- 
che nun berechnet werden soll. Wickelt man die Fläche ab, so 
bleiben hiehei die Contingcnzwinkel der VVcndccurve unveränder- 
lieh , weil die Drehung um die Verlängerungen der Elemente vor 
sich gebt. Die Wettdecurre wird aich also nach eiAer Carve ab« 
wickeln, welche bei gleich grossen Elementen gleich grosse Con» 
tiii^enzwinkel bat, daa heiaat nach einem Kreisstück, dessen Länge 
gleich der Länge der gegebenen Wendecürve und dessen Halbmes- 
ser gleich dem Krüininungshalhmesser derselben ist. Die Kreisevol- 
venten, durch welche uusere Fläche begrenzt ist, wickeln sich nach 
Kreisevolventen an der abgewickelten Wendecurve ab, so dass man 
also den Inhalt des einen Hantela der gegebenen Fläche als den 
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Inhalt des Stücks zwiachen der -verwandelteo Wendecurve und 
ihrer Evolveote berechuen kaoti. Man bezeicboe den Halbmesser 
des Gruodkreises mit r und den des KrümmuDgskreises der 
Scbraubenlioie mit ß. 

Es seien nun j4B = ßC= d» (Taf. VII. Fig. 3.) zwei Ele- 
menle der Scbraubenlinie, welche den Winkel a mit der Grundfläche 
bilden; ihre Projectionen aO^=.bc^=zd* sind alsdann zwei Elemente 
des Gruodkreises. Der Contingenzwinkel ß" BC werde mit 9' und 

der Contingenzwinkel ßbC mit y bezeichnet, alsdann ist r = — 

und /$ = In den gleichscbenkligeD Dreiecken B BCmvA BbC 
hat man nun: 

Zr C= 2Ä/r sin I = 4«/*' . sin I 
BC= 2Bb sio 1= 2//# . siD|. 

Da aber ^ und ~ unendlich kleine Winkel sind, so kann maa statt 
ihrer Sinus die Bögen selbst setzen, so dass 

B C= tU , tp und 

B €•=. dg . also auch 

d»^ , z=. ds .fc . oder da </*' = so ist auch = cp, 
' ' ' cos« cos a ' 

hieraus 9}' = 9 COS a (I) 

Nun ist weiter ß = —.t substituirt mau für dt und ip ihre Werthc, 
so hat man: 

ds 



ß cos tt ds 



Es ist aber — = r, also 



^ cos tt ^cos'n' 



2) /J=-V- 



Bezeichnet man nun mit // die Länge eines Gangs der Schrauben- 

lioie, so dass also L = , so hat man ( nach der Formel für 

coso ^ 

Inhalt des Stücks zwischen dem Kreis und seiner Evolvente) für 
die Oberfläche U eines Mantels 

Q L*^ L'cos»« 8r»n*cos'« kr^n* 



6/S 6r 6rco9*a Scosa' 

und al^äO die Oberfläche heider Mäntel = . 

3cos n 
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Annerkuiig. Aöi der Formel 2) gebt henrer, 4eM (da 
cos 45<* = l/^l, cos 60<» = >) der l^rtamnogshalbneuer einer. 
Schraubenlinie l»ei einer Steigung^ von 45* das Doppelte nad bei 
einer Steigung von 60" das. Vierfaclie von den Ualbnesaer der 
Gmadfläcbe beträgt. ... , , 



Andere A u f 1 ö s u n g s a r t, 

Sämmtliclie Elemeute unserer Fläche haben dieselbe Neigung 
gegen die Grundfläche, wie mau leicht sieht, wenn man die Be- 
rübraogsebenen construirt, und zwar ist dieser Neigungswinkel 
gleicb den WinlEei den die Sebranbenlinie selbst nft der Gmnd* 
iMe UMet. . Man findet aber den Inbait elaef ebenen FiM% wenn 
'nan den Inbait ihrer Projection nit den Casinus ihres Neigungs- 
Winkels dividirt. Da aber alle Elemente unserer Fläche dieselbe 
Neigung haben, so Gndet man den Inhalt derselben, indem man den 
Inhalt der Projection durch cosa dividirt. Es ist aber die Pro- 
jection des unteren Mantels der Fläche das Stück zwischen dem 
Chmndfcretoe «nd eines Umgangs seiner Bvoltenley so dass also da» 

..... , 2'r=;i» 8;=7i' 

Inhalt dieses Mantels = = 

den ganxen Inhalt unserer Fläche: 



und nan erhält folglich 



3cos«* 



I 



Digitized by Google 



348 



XXXVill. 

Einige Bemerkungen über fehlerzeigende 

Dreiecke. 

Von dem 
dem Herausgeber. 



WcDD man durch drei Punkte in einer Ebene mit denselben, 
die wir im Folgenden als Ebene der xy onnebmen werden , drei 
beliebige gerade l^inien legt, so werden diese drei geraden Linien 
im Allgemeinen ein Dreieck mit einander einscbliessen, welches wir 
im Folgenden nach einem in der Geodäsie gebräucblicben Ausdrucke 
ein fehlerzeigendes Dreieck nennen wollen; und über solche 
Dreiecke sollen die folgenden Blätter einige Betrachtungen ent> 
halten. 

Die Coordinaten der drei in Rede stehenden Punkte sollen 

y *^f> y» 1 •*'i> yi 

und die Gleichungen der drei durch diese Punkte gelegten geraden 
Linien sollen 

(y— yi =-^1 (^ — ^,), 

I) jy — y, =-^, (J? — ar,), 

(y — y, (a: — 

sein; die Coordinaten der Durchschnittspunkte der Isten und 2ten, 
2ten und 3ten, 3ten und Isten Linie wollen wir aber respective 
durch 

$1» ni \ ^li 5i, nt 

bezeichnen. Bestimmt man nun diese Coordinaten auf bekannt« 
Weise, so erhält man 



2) 



Vt 



3) 




5 _ ^«^i — ^,jr, — (ya — y,) 

^2 

fc ^i^» —^i'^i — (yj— yi) 

4) { — 
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SetseD wir jetzt der Karte #«g«ii 
•t erhalt«« wiV okM all» 



7) 



8) 



9t 













A^R 












Ä 






AtR 












AiR 











Beseichoet /\ deo Fläcbeniohalt des feblerzeiffenden Dreiecks, 
M ist nach einem bekanoteB Satxe der »naljtiieMB GeoaeCrie *) 

9) ^ 2A = 9. + (g. - 9« -h (I, - 1?, , 

wenn man nur in dieser Gleicliuug (]as ohi>rc oder uatpre Zeichen 
nimmt, jeaachdem mno sich, um von dem Punkte (Iji^j) durch den 
Punkt fejija) 2u dem Punkte zu gelangen, naeh denelbea 

RIelitnnff, nach welcher man sich bewegen muäs, um von dem po» 
sitiven Theile der Axe der durch den Coordinatenwinkel hin- 
durch zu dem positiven Tbeile der Axe der y zu gelangen, oder 
nach der entgegengesetiteii Hiehtnog hin bewegen nats. 'Also iit- 
oach dem Vorhergehenden, wie man leicht findet, wenn man immer 
dieselbe BestiainiBBg wegen des Vorzeichens wie vorher festhält: 



ÜetEt MB 



12) 



10) 2A = -t- ( _ j^) (i, _ AJ iJ, - A,y 



^l^tBBg«,, 

11) j ^, = taDga„ 
^, = taBga,; 



; sin(aa~a,) ** 
l[jr,siBgi — fraeos<ti) sing, — (x^sin g, — yacoe«,) sin«, 



•) j^rdÜT. Tbl. HL S. 261. 



13) 



14) 



und 



V 



s 



oder 
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• 8in(a, — «,) * 

_ (j^aSincca — ^acosg a) sing , — (j:>8intt, — y,eosw,) sing, 

' sin (a, — a,) * 

15) /i = (jr» — a:^)tunf^a^ tooga, 
+ — orjtanga, taug«, 

+ y,)tang«, 

16) G08 Ol Gosa, Cosa, . /2 
=r(dr|8iiio, —y,€0»a, 

+ (>2^s8ina, — y,cö8a,) sin (a, — a,J. 



S^sl iBMi nun der Kärse wegen 



17) #s= (^,iin«| — yiCosa,) sin (a, — a,) 
-+- (^jsin — yacos«,) sin (a, — ) 
(^«aioa, — y^ceaa, ) sin (a, — a 



80 i8t Dach dem Obigen 



0tos er. 



1«) 



19) 



8.-$. 

«1. — «fi 





— «,) sin (a. 






9 sin g. 




siii {^c^ 


— gj) sin (g. 


-«.)' 




^ cos 




sin (a« 


— «i)«>n(a. 






Otina.- 




■iR(€r^ 








ö cos ff , 




sin {ttg 


— «,) sin (g. 






Ösin ff i 




8in((Kj, 


— ai)&in {cti 





. .1 ' 
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und ' • . • , 

^ — ^ tin («, — «,) sin («j — «,)nn («t, — »,)» * 

immer oiit Uerselben Bestimniang wegen des Vorzeichens wie oben. 
Beseicbnel oieii die Seitee des fftblerzeigendeft'Dreieei», so wie 

dieselben in der ernten, zweiten und dritten der drei durch die Olci- 
cbuBgen 1) cheraiLteriurten Lieiea liegen, durch so ist 

I =(5. -.!,)• 

und folglieh nach de« Obigen 

, 

— |«n(«,- a.) sin («,-«,)! »' 

^) i •»* = |rfiiC«,-«,)*'n(«.-«t)l»* 

• }sin (a, — a,) «in — ««){ • » 

oder ohue Beziehung der obern und untern Zeichen auf einander: 

^ e 

* sin (tti — aa) «in («, — «i) * 

* * • " sin («j — o,) sin (o, — a,) * 
, 0 

'* («(• — «i) «in («t — «,) ' 

Mao braucht die Winkel a,, a,, a, nicht gri>sser als 180** «u neh« 
■en. Dann sind aoch die absululcn Werths der Differen»» . 

«I — «»» «» — «»I «• — «I 

■idit g r to er als 180*, wobei natürüeli vonugeaetst wird^ dais 
o, ä,, o, peeitiv sind; und weil niui 

(«I —•«)+(••-»-««) 4- («,— «i) =0 

ist, so haben 

Bieht atanitlicli eiaerlei Toneiehea* Alao kalien aneh 

8in(a|— a,), siii (a, — a,), sin(a, — «,) 

nicht sämmtiicb einerlei Vorzeichen, und es ist folglich, wenn man 
die obern oder untern Zeichen nimmt, jenachdem & positiv oder 
negativ itt, iauaar eatweder 



o4cr 
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* ain (a, — «f j) sin («, — «e i ) * 

• ~ sin (o, — «,) sin («j — a,) ' 
^ e ^ 

^ sin («» — «i) sin j[a, — a,) ' 



O" ' 

■ an (o, — «,) fiio <a, — «,) • 

• . 9 

«in — a,) sin (a^ — ' 

, 

" T sm(«, sin (a, — «.) ' 



oder 



_^ e 

sin (a^ — o,) sin (a, — «,) * 

_ _ . B 

*» *"»inj[a,— a,) •in<«i— «,)» 

«In («t — «I ) «B («s — «t) * 
* • • * • 

Daker ist jederseit ' 

wenn man immer das obere oder ttoter«^ Zeichen ninnt, jeDachdcB 
0 positiv oder negativ ist. 

Denkt man sich, was offenbar verstattet ist, die Winkel Oi, 
«s, a, nach ihrer Grifte adfeteigend geordnet, so ist 

Bin (a, — «,) negativ, 
siü (a, — a,) negatiT, 
«in (a, — Ol) poMtiT; : 

also unter dieser Voraussetzung, wenn man die obern oder mlen 
Zeichen nimmt, jenachdem Q positiv oder negativ ist: 



sin (aj — «,) sin («, — «J 

^ L • 

• sin («, — «,) sin («, — ai) ' • 

e . 

• «n («, — «i) iin («, — «,) * 
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Abo ut 

21) #»: *,:*, 
= sin («s — o,) t'aio («, ~ a,) : sio (a, — «,) 
= lin (a, — Dt,) ; sin (et, — ' o,) : sin (a, — «i). 

Weil unter der gemachten Vorautsettung das Prodnct 

■in (a, — ««) tiB .(<>• (i* ^i) 

poiitif ist, M iit nach 21) uirter dieser VoranMetenng ^ 



28) SA» 



sin («, — «,) sin («, — o,) sin (a, — «,)' 



Bezeichnet man die den Seiten jt, , entsprechenden Höhen 
de« fehlerxeigenden Dreieclis respective durcli ^»«.^si ao ist 

"t ^ , > — , > — , » 

n4 fplglich nach- den Vorbergebendcn 

z » 

•-sin(«,-«.J» 



29) { ^,=db 



sin (a»~-at)> 

sin (a^-ra,)' 



also 



80) 4,A,A,s=l: 



sin («I — a,) sin («, — «,} sin («, — a,)' 
d. 1. 

. 31) /i, //,//, ==fc2A0, 

oder 

Aoeh fit ' 
^ «»)•«■ (•» — «•) ""^ («• — «i)' 

Leicht überzeugt man sieb auch von der Richtigkeit der beiden 
folgaaden Relationen; . - ' ' * 



34) 



sina, — »^sina, +«i8ina, =0, 



ist r der Halbmesser des um das fcbimeigeiide Dreieck bescbrie«. 
betten Kreises, so ist bekanntlich - ^ *' ' 

TfccUlV. 23 
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aho nach dem Obigen 

9 



85) r = tj= 



2sin («, — «,) sin («, — «,) sin («, — a,)' 



Bezeichoet ferner q den Halbmesser des in das feblerzeigende 
Dreieck beacbriebenea Kreises» so ist bekanntiieh 

• • • 

und folglicb, wie sieb hieraus mittelst des Obigea mit BSife eisiger 
goniometrisdien Relationen, leicbt ergiebt: 



sin («1 — a^) sin (a, — «,) — sin («, — «,) 

oder 

^^S— 4cosi(«, — «j)cos4(«, — CK,) sin ^(a, — «,)' 



Wenn sich die drei durch die Gleichungen 1) ebarakterisirtea 
geraden Linien in einem Punkte schneiden sollen, somnaa^sOi 
also nach 21) die Grösse B=0, d. i. nach 17) 

38) (^jsina, — ^^cosa, ) sin («, — «,) ) • 
+ (^3siDa, — ygcosaj) sin (a, — o,) # 
+ («,slna, — * ytcos a,) ein («,' — a,) ) 

sein, wobei auf der Stelle erhellen wird, dass diese Gleichung 
eigentlich die Gmndgleichung des gewöhnlieh nach Pothenot be- 
nannten Problems ist. Leicht bringt man die Torhergehende 6lei* 
chnng auf die Form 

• 

(o?, — ;ri)co8(a, — a,)8in(a, — o,) . 
I* — dri)Bin (a, — a,) cos (0«— ai)| sin ä, 

l-(yt— yjM"(«i — «t)«i"(«t— «i) I 

, (y« — yi ) cos (a, — sin (a, — aj i 
+ (y. — yi) «B («1 — «») COT («, «. ) I oea a. 
— (or, — sin («I — o,) sin (a, — «,) ) 

worani sich aogleich % . ' 

30) tanffA (y» — yi)cot(a, — «,) 

I "* yi— y»-l-(^a— ^i)cot(«i— a,)4-(a;,— ir,)cot(«,— «,) 
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ergiebt, uqd also erhellet, dass der Winkel a, bloss aus den Coor- 
diMten ^, , y» «nd den Differenzen a,— o„ 

— bestimmt werden kann, welclies das vorziiglirli dem Po- 
Henot'eelieD Problem tum Grunde liegende Priocip ist. Weitere 
Kntwick«lnDgeu vhtr dieMU Gegenstand iMilteB wir aber naeh imm 
in dem Aufstttse No. XIV. im ersten Theile des Archivs angeslell- 
ten Betrachtungen an diesem Orte für äberflüsng, and könuen die* 
selben füglich aera Leser überlassen. 




XXXIX. 

Verschiedene mathematische Bemerkungen und 

Aufsätze. 

Von 

« 

. Herrn Dr. Wilhelm Matzka, 

k« k. Profeeeor der Mathematik an der k. k. philosophisehen Lelmiistilt 

in Taiunr in Calimen. 



Benerkangan bu dem Aufsatze auf Seit« 57 im ersten 

Theile des Archivs. 

Oer in diesem Aufisatze auf combinatoriichem Wege erwiesene 
liehvsal«: 

«.Alle ganea Zahlen kann man ans den Gliedern der aaek den 
Potenzen von 2 fortgehenden geometrischen Progression, so 
dass jedes Glied nur einmal vorkommt, durch Addition bilden 
■ad zwar nur aaf eine einzige Weise;** 
ISsat sich als eine höchst einfache Folgerung aus dem leicht nach- 
snweiaenden Satae «atnekmen, „dass jede Zahl nach dem djadi- 
sehen Zi ffer syst esi a, In «elchesi man sich nur der Ziffern 0 «nd 1 
bedient, geschrielien werden kann» nad swar aof nickt nekr ala 
Bine Weise.'* 

Cebrigeos kann man, bloss auf die Lehre vom Theilen ge< 
atStxt, den allgemeinen Sats erweisea: 

,,Jede Anzahl lässt sich als algebraische Summe von 
Vielfachen der natürlichen Potenzen jeder diel über- 
steigenden Aasabi SO darstellen, dass die thella fdtU 



356 

t 

tiveu, lb«ils negatifeii Mnltiplicataren aSgliekit 
klein, d. i. nicbt grOMer als die Hälfte der poteaxifteii ÄduU, 
sind, und zwnr nur aaf Eise Weise." 

Denn ist a die potenzirte und n die darzustellende Anzalil, und 
sind , «», , //i, , . . . . 09, die uigebraiscken !\lu!tip]icatoren für die 
Poteuzeu a", a' , .... su sull der Forderuug gemäss sein: 

^ » • 
ü iPo ^ I * "fr" aijiit* "f" • • • • OTiar**) 

oder 

« ^ -f- (»7 , + -H> . . . . «Mi'^i) or, 
oder auch, weaa aian 

■ets^ 

Dia Aufgabe ist also darauf zurückgeführt, daaa aian die Ai- 
sabl n TOrent nur aus den beiden niedrigsten Potenzen von der 

nnllteo und ersten, iiiunlich aas einem Vielfacbeo, dem fachen, 
von a und aus einer mügliclist kleinen, positiven oder negativeo, 
Anzahl zusammenzusetzen bat; folglich dass man die darzustel- 
lende Anzahl n durch die zu potenzirende a dergestalt tbeilen solle, 
dass der Rest mö^Hcbst klein, mitbin der <lnotns aicbat znstiBBig 
ausfalle. Daatf ist der MultipKcator es« Ton jener möglich 
kleinste Rest und der Multiplicator «1 von .m* dieser nichst za- 
stimmige Quotus; nänlicb, ^venn man nicbt erat nbeb nene Zeiebei 
eiufübren will: 

. ///o = möglieb kleiaster Rest von 1» : «r, 

«», = nächst zustimmiger Quotus von n : a. 

Weil nun eine solche Theilung jederaeit, aber auch nur anf eiu 
einzige Art, ausführbar ist, so kann auch jede Anzahl n immer, 
und zwar nur auf tine Weise, aus den mötrlicb kleinsten Vielfa- 
chen der Potenzen <7°undfir' algebraisch zusammengesetzt werdeo. 

So wie aber n zusammengesetzt wird, eben so wird sieb der 
Quotus 

nenerdiogs znsammensetaen lassen^ es wird nimÜck sein: 
asassmöglicb kleinster Rjsst von m^ x is» nnd 

= nftcbst anstimmiger Qnotns von is, : 0» 

Wenn man demnach die zusammenzusetzende Anzahl n durch die 
zu potenzirende a so thcilt, dass der Rest möfflicbst klein ausfällt; 
und wenn man den Quofus. und auf gleiche Wrise jeden nacbtol- 
geuden Uuotus, wieder so tbeilt, dass der Rest immer so klein als 
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noglicb ausfallt: so siod di« der Ordouog nach sich ergebenden 
Reste die gewünschten Multiplicatoren Mq, m,, .... a*r* wesen 
«t^l wird jeder nachfolgende Quotus wenigstens auf die HiTfta 
des vorberg^elienden , mithin endlich einmal einer unter • selba^ 
herabsinken und bei ihm die .Rechnung abbrechen. 

Ist iDsItei ödere arsssd, so alad die nSglieb kleiniCen Reste, 
daher aneh die Multiplicatoren 0 und 1; und darin liegt der obige 
Satz. Ist aber a = 3, so werden die möglich kleinsten Reste, 
folglich auch die Multiplicatorea , — 1,0,1; und somit ist der, in 
dem citirten. Alfrafse i|uch angeführte Sats erwiesen, ,,dass maa 
jede Anzahl ans den natürlichen Potenzen von 3 durch AdditU 
und Subtraction, und ai^ar nur auf Eine Weise, bilden kaon*\ 



II. 

PeatateHaBg and Wflrdi^ung des in dem Arcbive, Theil 1. 
JS.204, über eine Stelle !■ Gaseby'i Begr&odung der Dif- 
fereatial-Recbnong «aageaprocheaeii Tadels. 

Der Herr Herausgeber des Arehifi leitet die citirte Abband« 

ivag mit folgenden Worten eiu: 

,,Cauch^ hat bekanntlich die isntwickelung der wichtigen Dif» 
ferentiulquotieaten der FonctioneD log op und a* anf den Sota ge- 

_1 

grUndet, daiw aich die GHtaee (1 9) ^» wenn 0 sich der Nall 

III 

aäbert, der Samuw der eonve^irenden Reihe 1, 'i»Y2^i~2~i' ""* 

welebe wir wie gewöhnlich durch 0 beseiehnen wollen, als ihrer 

Gränze nähert,....'* / 
Auf der nächsten Seite fährt er fort: 

,, Gegen den yon Gnnchy gegebenen Beweb des .... erwihnte« 

Satzes faut aber Hmt Liouville in seinem Journal (Aont. 1840. 
p. 280) die sehr gegründete Einwendung gemacht, dass demselben 

die Annahme anm Gmnde liege, dasa das Product (1 — ~) (1 — — ) 

.... (1—*^-—) fiir fls SS oe. der Einheit gleich werde, welcbea 

swftr dann seine Richtigkeit habe, wenn « eine bestimmto voii m 
unabhängige Zahl sei, sieh aber «tonn oflfeybar nicht mehr behaap- 
ten lasse, wenn m von m abhängig, a. B. mssas oder «sssai — 1 . 
aei, .... 

Allein Canchy stützt sowohl in seinem Rdsumd des Levens 

.... snr le caicul infinitesimal. 4. Paris. 1823. pag. 2, als 
aacb in der verbesserten Ausgabe eines Theils dieses Werkes, näm- 
lich in seinen Le^ons skr le caicul diÜR^ntlel. 4. Paris. 1899. p. 2, 

die flerleitung der in Rede stehenden DitTerentialquotienten, in lets- 
tor Instanz, auf fulgcnde, wörtlioli aläo lautende Stelle: 

Tun supposc d'aburd lu quautit^ a positive et de la forme 

— , m di^signnnt un uoiubre enti^r variable et susceptible d'un ac- 

croiasement ind^lini, on aura 



I • 4 

\ 

\ 

35b 

r 

(1 -4- «) « = (I -H 1)" 

Comme. daiit le flceood «enibre de eette deroRre fimiiile, lea ter- 
mes mir reDfement la qnant^^ at soat toat pontifi, el croissent 
en vatenn et ea aambre ea «öme taaipt ane cette qnaatltd« il tak 

clair qae rexpreiBlon (1 + crattra elle-nAne avecle aoa- 

bre entier jw, en demeuraot toujours comprise entre les deux 

80IUIUC8 

1 + 4-=« 

1 * 
■ et 1-1-1+ -|^-Hä!ä+ 5X5 + «'==^ + ' + »=*' 

doae eile s'approchera indefioiment, pour des valeurs croissantes 
de M, d'flne certainc Ii mite comprise eotre 2 et 3. Cette li- 
mite est un nombre qui joue nii graiid rule dans le calcul infioi* 
tesimal, est qu^oo est conveDu de desi^ner par la lettre e/* 

Caucby lässt sieb demnach p^ar nicht darauf ein , die Grenses 
der einaelaea Glieder der entwickelten Biaaaiial - Potenx fnr eiae 
anendlich wachsende Anzahl m aafcusochea , aoadem benntzt diese 
SatwickluDg- bloss, um daa stete Wachsea dieser Potena awisciieB 
den Anzahlen 2 und 3, also die Annäherung' der Potenz seihst ao 
eine fixe Grenzzahl, die er e nennt, zu erweisen. Darum erwähnt 
er keineswegs, dass die Grenze dieser entwickelten Potenz die 

Summe 1 -f- y -f- -I- j^Ti ^" • • • • weniger beieick- 

net er dieae Samme dnrcli ^, sandern er versteht uater e die 

Grenze, der sich die Binuinial -Foteoz (1 H- — ) , bei dem uaead* ■ 

lieben Steigen der Anzahl unbestimmt nähert, wie auch immer 
die successiveu Werthe dieser Futeuz berechnet werden mögen nsd 
jene Greaxa derielben gefunden werden mag. ihm ffcnügt, für 
seine Herleituag der Dillerentialquutleaten« die blasse Nachweiniag 
der Existenz einer solchen Greese; da er die Grosse darselbts 
für diesen Zweck gar nicht zu kennen braucht. 

Jedoch in den Pr^liminaires der oben angeführten jün£;eren Se- 
eons, pag. 10, nicht aber in dem älteren Resuine, führt Cauchy, zur 
£riäuteruDg der Cunvcrgeuz der Heiben. folp^endes Beispiel an: 

Dae s^rie digne de remarque est celle, (|u'uo obtient, lorsquc. 
daas le d^clappcBMat de rexpression . 
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f»it convenrcr le Dombre eatier m vers U limite oo. Cette a^« 
rie, 4»Mt Im di«raite toram Miit r«a|i«eetifMWBt 

' 1» 1.2' I.2.»** * 1.2.«...« "*^*"'» 

Mate convergeste . . . 

Hier schliesst Caucb^ aUerdinga aus der Grenzform der Ao- 
fiuigsglieder der Heibe, lo einer Dicht genugsam begrüni^w In« 
doctioD , auf die QnmdMm iWes allgeMiDeii Gliedee, indes er 
atillscbweigeod 

gelten lässt. 

Diese Stelle ist es demnach, welche von Liouville's Tadel mit 
ftecbt getroffen werden könnte; ob er sieb aber wirklich auf sie 
bMi^4, Teraag ich nicht zu entscheiden, da ich den Jahrgang 1840 
leiaea Journjilf nicht mehr besitze. Mit dieser Stelle hängt jedoch 
die später, pag. 19, folgende Eutwickelung der Difierentiul^uotienten 
Jogaritbmiscber und exponentieller Functionen durchaus nicht zU- 
•aaiaMB; was aw^'achoa deraas eialeeehtet, data dieselbe in den 
Resum^ gar nicht vorkommt. Mithin ist diese Entwickelung 
Über die ihm zugemuthete Unrichtigkeit völlig erhaben; 
was dieee Zeilen zu beweisen elnsig beabsichtigten. 



III. 

Bemerkirngen znr Bestimmung des Schwerpunktes im 
sphärischen l>reieeke, ndf Seite« hilft im drlltenTkeile 

des Archivs. 

1) Die hier vom Herrn Director Gschweiler aufgestellte ele- 
gante Bestimmung des Schwerpunktes eines sphärischen Dreieckes 
halte ich bereits im Juhre 18ti0 selbst gefuudeuj ich hoffe, er werde 
mir p^era geatatfoD, seinen Anftatse Pelgendes yen meinein^ dama- 
ligen Funde anzuschlieüseo. 

1. Mach seioer Ableitung (S. 7 und Taf. VII. Fig« ist das 
•talinche Moment eines apbäriachen Dreieckes ABC In Besag anf 
die Ebene des su dem Kugelhalbmesser OA einer Dreieckaapitze 
A senkrechten grpssten Kreises, d. b. das Product aus dem Flä- 
cheninhalte e des sphürischen Dreieckes in den Abstand 

seines Schwerpunktes von jener Kreisebene = . sin ^ sin/. Der 
erste Factor dieses Productes giebt den Flächeninhalt des Kreis- 
aMsehnittes BOC welcher der jener Dreieetcsipitze . ^ gegen- 
iber liegenden Dreiecksseite BC zugehört. Der zweite Factor 
sin^sin/ = sincsin |9 drückt deti Abstand derKolhen Dreiecksspitze 
A von der Ebene dieser Dreiecksseite BC aus. Mitbin ist das 
statische Moment der Plicbe eines sphärischen Drei- 
eekes ABC in Bczufj uuf die Rhene des, zu dem Kugel- 
balbmesser OA ^'xtic* Dreiecksspitze A senkrechten oder 
in dieser Spitze als einem Pole gehörigen, grösstcn Kreises 



gleicli dem Producte ans dem Abstände der Dreieck s< 
spitze von der Ebeoe der ihr entgegen liegenden 9eite 
B(D in den FUeheaiBbnlt dei dieser Seile angehörigen 
Kre isausBcbnittes BOC. 

2. Es «iürfte wohl nicbt obnc Interesse sein, diesen Ausdruck 
des statischen Mumeutes eines sphärischen Dreieckes auch mittels 
einer elementaren itelrachtung aufzustellen. In dieser Absicht thei« 
fen wir die Seite BC (Tat". VII. Fig. 4.) des Dreieckes ABC in 
beliebig viele und beliebig grosse Stücke, und fiibreo durch «lle 
Hieilungspunlite oaeb der gegeviber liegeiMleii ^Hwr A Bogen I 
grösster Kreise, und zwischen jeden xwei benacnbarten^solcbeD 
Kreisbogen, wie AD und AE, um dieselbe Spitze A als Pol, Bo- 
gen kleinerer Kreise, wie DF und EG. So wird dem Kugel* i 
dreiecke ADE nieiit bloss ein kleineres Dreieck ADF eilige* 
schrieben, sondern auch ein grösseres AEG umgeschrieben, von ' 
denen jedes ein Ausschnitt der Seitenfläche eines Kugelabschnittes 
ist Sind HD und HF Halboiesser der Clnnideiieiie des ersterea 
*KiigelabBchnittes, so ist AH seine Höhe und der Inhalt seiner Sei* 
tenflSche = 27r . ^///. Zu ihm verhalt sich der Inhalt des Dreieckes 
I ADF ^ wie zur vollen Umdrehung Stt der Winkel DAE, den wir 
dnreb 9 bezeichnen wollen; mithin ^ADF ss^bm*AHi1tat), 
tp = (f . A/f, oder wenn wir den Bogen 4D=zu setzen, = tp(l — 
cos»). Aehnlich qiuss, wenn wir AB^u' annehaen, ^A£!Oss 
91(1 — cos«') seiq. 

Der Schwerpunkt der Seitenfläche eines Kugelabschnittes, so 
wie jedes Ausschnittes derselben, steht um die halbe Höhe des Ab- 
schnittes von seiner Grundebenc ub. Beziehe^ wir demnach die 
Statischen Momente auf die Ebene des zur Dreiecksspitze A als 
einem Pole gehörigen grössten Kreises, so hat Ton ihr der Schwer* 
puokt des lireieckes ADF den Abstand OH-^^HAs^liOA-^ 
0H) = {{1 +cosw), nitihin analog jener des ^mawknAjSÖ den 
Abstand ^(1 + cos«'); und der erstere Abstand ist offenbar grösser, 
der letztere aher kleiner als der Abstand des Schworpnniltes des 
Dreieckes ADE selbst von der .>lomentenebene. 

Daraus folgt nun, dass das Moment des Dreieckes ADEj 
d. i. das Product aus seinem Inhalte und aus dem Abstände seines 
Schwerpunktes von der Momentenebene, wenn man dessen Factorea 
einmal dnreb kleinere, ein andermal dnreb grössere ersetst, 

;>9>(l — cosm}.^(1-|-cos»') und — cos»').|(l+coss() 

sein muss. 

Zur ferneren Umgestaltung dieser einschränkenden Grenzen setzen 
wir DE = V, ADB = to, AEB — a>'; dann ist ipi Dreiecke 
ADB 

sin 9 sin • s ain V sin 0»' 

nnd im Dreiecke ABE 

sin ctt' sin =s sin e sin /7 

folglich, weuu wir muiti|ilicireu und abkürzen, 

iin 9 . sin M sin »' SS sin « sin . »in r. 
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• Ml. 

/ » 

Hieran cirgkbt Siek 

, ' ' aiaetinß . 



«■d tonadi 



fp . r/. sin c sin 5 sin v 
MZ=Z-r^ Biliös . . ■ . ». 

' Sin y ' siny smuiiin u i» 



Setzen wir die«e AnadrMcke for w fiodea wir des Orcieeke» 

JjDE Mooieot ' ' , . 

1 s o t f \ (I — co^w) (1 CO«!»') 

■ , ^sin^ Binv sin ?/sill it 

Für den Winkel f lägst sich auch nocb folgender Ausdruck 
vortbeithaft verwenden. Es ist 

<p = DAEz=. DUF = DF\ DHz=. DFi sin », 
• • • 

daher, wenn mau durch ainat'nn«' thoilt und mit deai, nacb dem 
Obigen j ihm gleioben aiBeain/t ■ultipUcirt, • 

sincsin/} DF ' • i sincsiiiä EG 

9 SS r-^ . — : — ; . V Und aualog = . ■ . P . — i=— . V. 

^ tun w Bin vsuift» ° aint^sin« 0 sinw 

^ \ ■ 

Mitbu seigt uch das Mokent det Dreieekea ^ 

>A.:-^.:»A (1 — cos«)(l-Hcosif') />F ^ 
• Bin C HD p • i . ^ . « • • 

und •< 4 am c sin i9 . r-«:£Aü:^ • v. 

* •mtrmnw «am» 

« 

NoB ist daa' MonaBt dw Dreiackea jiBC gleiek dar ShiaiiM dar 

Momente aller dasselbe coostituirenden Dreiecke, wie ADB, falg* 
lieh grösser als die Summe aller unteren und kleiner als die vSumme 
aller oberen (arenzea der Momente der Dreiecke ADE für sämmt- 
liche Theile v=DE der Seite BC=a. 

Lassen wir demnach alle Theile v der«Sei(c //r' unendlich ab- 
nehmeni so nimmt auch der Winkel y unendlich ab, und die Kreis* 
bogen u nnd «' nikam nch nnaidlieb ihrer Gleiebkeifc; daher stre- 
ben die Quotienten und ihrer bekannten ffemeinschaftli- 

siii <( sin V P 

chcn Grenze \, die Prmlucte (l — cos«) (1 -|-- cosw'), (l — cos«') 
(1 + cos«) und 8in«sinM' ihrer gemeinsamen Grenze l—- cosw'ss 
sin«* zti; die Kngeldreii'cke DEF und DEG, welche an F und 
G recbtwiuklig »iud, nähern sich unendlich ihrer Ausebnung, folg- 
lieb den Zeitande, in weleheni üFrstrsinft/ und i^^sacveinm 
ist; kurx, das Product der iu den Ausdrücken der einschränken« 
den Grenzen als Factoren Torkommenden Quotienten strebt aeiner 
Grenze 1 ohne lilnde zu. • - 

Bei der Saanirung sänuitlicher Wertbe der gleicbBunigen 



3« . 

Grenzen der Momente aller constituHven Dreiecke iMMut ihr ge* 
meinscbaftlicher Factor .* sine sin |? mit der Summe von lauter Pro* 
ducten zu mnltipliciren^ in denen die einen Factoren einer gemein« 
■•■eil Grene instreben ; .daher iat letttere Snmne gleiclf - de« 
Producte dieser gemviusanCD Grense« — hier I — in die Saame 
aller zweiten Factoreu •) — hier in die Summe niler Bestandstücke 
i; der Seite BC=.a^ d. i. iu die Seite a selbst. Mithin strebt 
•owobl die untere als aucb die obere Grenze des Moments voa 
Dreiecke ABC derselhcn lürcnze 4- ^in c sin . 0 ohne Ende zn; 
folgUcb Bius dieses Moment eben dieser Grenze ^-^^csin/} gleki» 
«ein, wetelie Man aneli dmreb \a%\^bti\xif anadracken kam* . 



Neuer Beweie der Gleiehhett tob Parallelepifede». 

Der Sali: Parallelepipede tod gleichen GroBdekenea 
und HSIien sind gleich, wird in allen mir bekannten LebrfaA- 

chern der Stereometrie bloss für den sehr einn;'escliränkten Fall er- 
wiesen, wo die Grundebeuen congruent sind; aucb drängen sieb io 
den sam Beweise dienenden Figuren die Linien in einen ee engen 
Raum zusammen, dass besonders in öffentlichen Vorlesungen das 
Sichten und Ueberseben derselben den Ztaherem selir beschwerlich 
ftllt. Der folgende Bewpis, tfcB Ich im Jabre 1838 fand, ist Ten 
beiden Mängeln frei. 

I. Zuvörderst betrachten wir den Fall, wo die gleichen 
Grundebenen der Parallelepipede je eine Grundkante und 
den Kantenwinkel an ihr gleieli beben. 

flicr gehören daher jcu den gleichen Grundkanten, als Grand- 
linien iler parallelogrammiscben Grundebenen, aucb gleiche Höben, 
d. b. gleiche Bntfernnngen von den parallelen Seiten. 

In dem einen Parallelepipede ACEG (Taf VII. Fig. 5.) erwei- 
tern wir nun die Grundebene AC und die parallelen Grundkanten 
Ali und CDy (velclie den Gruodkanten ah und cd des anderen 
l^rallelepipede §Mg gleich sein sollea. Zwischen diesen verlänger- 
ten Grundkanten und mit dem erstercn Parallelepipede auf die näm- 
üche Seite der Grundebeu« stellen wir das iweite Parallelepiped 
mceg dergestrit auf, daaa die {^teiehea GraB^aetett paarweise in 
einerlei Gerade zu liegen kemmen, die Oeffnungen der gleichen 
Rantenwinkel an ihnen nach einerlei Gegend gerichtet sind ood 
die Parallelepipede selbst nirgends zusammentreffen. In dieser Stel- 
lung fsllen oie erweiterten tweitea SclieBkel der glttchea Kaatea' 
winkcl . so wie auch die erweiterten zweiten Grundebenen der 
gleichbohen Parallelepipede, in eine Ebene zusammen; und die Pa- 
rallelepipede BHwhea mit euMai awiadMB ibaeo stdieadw aekkf 
abgewhnitteDeB Prisma B4Fh eia ehe» aelches Prisma A^Bg aas. 



*) Denn . bekinntlieb ist, nach CSaueby (Tergl- »uch Archiv. Tbcil I. 

S. 2W), aa-f-oV-i-o'V'-f . a (« + + »'+••)• Med.^«". 

«",....); folglich, wenn lima=:lim<;r'ssUm«i" = .... = ist. 

Um («« -H aV -4- «"«" -♦-....) = Um (o -|- a' -i- «"-*-....) X Med. (lim«, 
Um«',lim«",...,)aeid.Um(ff+«'-|-«>^'-^*^«'>> . * 
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Nupmelir lässt ftich Idclit nacbweiseD, dass 4ie SAliief ab^e- 
■choittenen PrisnieD AdEh und BcFg coogroeot sind. 
Dean 1) sind alle parallele Kanteo, als Seitea desselben Parallel« 
epipeds, g^leich, wie AE-=. BF^ = 2) sind jede zwei 

iu einer (leradeu gelegeee Kanleo ffleicb, wie Aa = Bb^ £e = 
Ff u. dffh, well «e mm gl«iehMi ^Aeket be§tel»B, da ABssmi^t^ 
•lio aadi jäB^BmssMm-^^il^ 4. u jüß ss B6 ial^ daW sio« 
3) nicht nur die Winkel der glelcligericliMteii Kanten gleich, wi« 
jUja= CBd, FJa=:FB6..,., sondern auch 4) die Winkel der 
gleicbgestreckteo Ebenen gleich, wie die der Ebenen und BG 
mit den sie ücbneidenden Ebenen Ae uder Bf u. dgl. Denkt niua 
sich daher ein solches Prisna, BcFg» z.u dem, andern AdFih der- 
9Mt«lt gdiradity Amm fiM Kante Bk wSX im ihr gleicbee Am^^ 
wtA an ibr die kleicbea KaBteewiekel iberem fklleo; so fällt die \ 
Seitenebeee Bff auf die congruente AH und die Seiteeebeoe (^g 
auf die congruente a^, mitbin auch Jede Ecke des ersteren Prisma 
in eine des letzteren; das Prisma BcFfj^ wird gleichsam zwischen 
der es einhüllenden parallelepipedischen Fläche AfHcA um das' 
^»tuck AB vQü B gegen A geschoben und erfüllt so ffaoz das au- . 
dere Prifma AdBJL De mwm \n 4leier Stelleiig beuler. Prittte» 
jeder ütttetwdbied «wiaekeft ihMi «yfgeliobeB endieiet^ ao sied aie 
coogruent. / 

Zieht man demnach von diesen congruenten Prismen AdEh 
und BcFg das ihnen gemeinschaftliche BäF/i„ oder sie selbst von 
dem g;anzen Prisma AcEg ab, so müssen die Reste, welche g^erade 
die mit einander zu vergleicbeDdeu ACKG uud ac&^ sind,, gleich 
groai seiD. 

II. lo jeden anderen Pelle muas, weil die Grundebenen 
der Parallelepipede Perellelogramme. und einander gleich sind, in 

jeder Grundebene wenigstens Eine Höhe kleiner oder nur 
höchstens so gross als eine Seite der anderen Grund« 
ebene sein. Denn der Flächeninhalt eines Parallelogramms gleicht 
dem Producte aus einer Seite (der Grundlinie) in ihre Höhe, und 
jede 3eite deeselben ist wenigstens so gross, wenn nieht grösser, 
als die der aBstosseodeB Seite sakomnende Höbe; folgUck ist der 
Plächeninhalt des ParaHelogramms nie kleiner als das Product .seiT 
Der beiden Höhen und nie grösser als das Product zweier zusam- 
mcnstosscnden Seiten. Bei zwei gleichen Parallelogrammen, wie 
liier die Grundebenen sind, ist demnach das Product der Höhen des 
einen sicher nie grösser als das Product zweier zusammenstossen- 
den Seitea des anderen. Daraäs folgt sogleich, dass aie beide 
Höben des einen Parellelogramms xu gleich grösser sein können 
als jede der Seitea' des gleichen anderen Parellelogramms. 

Sei nun die zur Seite uiB (Taf. VII. Fig. 6.) der Gruodebene 
AC gehörige Höhe, d. i. der Abstand der zwei parallelen Seiten 
AB und CD von einander, nicht i^^rösser als die Seite ab der 
Gruudebeue des zweiten Puruilelepipeds aceg. Dann kann man 
swrisehea jeaea Parallelett aad ibrea Verl an gerungen dareh jedea 
Puakt a weaigsteas Biae der Seite mb gleiche Gerade ab führen. 
Zieht man zu dieser ia denselben Abstände, wie die Parallelen ab 
und f//, die cb parallel, so ist das entstehende Parellelogramm ac 
dem andern ac gleich, weil sie die Grundlinien ab und ab sammt 
den zugehörigen Höhen trieich haben. Nach der Annahme ist aber 
auch AC=iaCy daher auch uocb^:/C=ac. Beide Parelle logramme 



^ Digitized by Google 



liegen überdiess zwischen einerlei Paralleleni, mltkio haben ne aad 
ihre GrundlinieB gleich, ABzsza"^. Kurz das Parallelograinffl OC 
hat mit jedem der zwei einander und ihm gleichen Pftrellelo(|^aaae 
AC und ac eine Grundlinie und ihre Höhe gleich. 

Verlängern wir endlich die Parallelen ab und cb, und stelleo 
wir auf sie die ihnen gleichen Grandkanten tt6 nnil des Pu«l- 
lelepipeds mceg\ erweitern wir dsiiii die dvreli Aß CD^ m 
wie die durch ab und cd gehenden Seitenebenen,, und die von der 
Grondeben^ ACac gleichweit abstehenden, also in Eine Ebene xa* 
aammenfnilenden Grundebenen F^G und €g\ so begrenzt dies Paar 
Grundebcnen mit jenen zwei P.iarcn parelleler Seitcncbencn ein 
neues Paralleleuiped aceg. — Für die Darstellung bleibt es hierbei 
vortbeilhaft, die Gerade so weit von der Grondebene AC und von 
ibr die Grondebene me te weit entfernt n batten, dun keine sw«i 
Parallelepipede irgend wo »uaamnientrefleD. — Mit diesem drittea 
Paralielepipede ace^ hat nun, vermöge seiner Entstehung, jedes der 
zwei Parallelepipede und «rc^»^, ausser der Grundebene und 

Höhe, auch nucb eine Grundkante und an ihr den Kantenwinkei 
gleich; mithin sind sie, dem vorigen Falle gemäss, ihm einzeln 
gleicb, daber nucb einander selbst gleieb. 

Oer bebanptete Satz gilt demaeb gaos allgemein. 



» 



XL. 

* . • • • 

ITeber die liöheren Diffcrentialquotienteu 

einiger Fuuctionea. . 

Herrn Doetor O. Schlomilch 

zu Weimar. 



1. Wir wollen uns sBAäcbst mit den böberen Differenz ialqiio- 
tienlen der bäufig vorkoaifflendeil Function 

» = (») 

beschäftigen. Durch suoccssive Differenzintiuu derselben, uoler be* 
ständiger Anwendung der »Sätze 
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findet mim folgende Reihe von Gleichungen: 

0 = (- 32«« + 160»« — lao«)?* 

^ - 480»« + IM«* - 120)7*' 

a. 9. C 

md wir müssen noa in dieselben ein Gesetz zu bringen suchen. 

Man bemerkt zunäclist, doss die erstf Vfrfikiilioilie nach Po- 
tensen von 2» fortgeht} wir wollen daher aus den Coet'üzieoteu in 
des anderen ebenfails lo hohe Potenxen TOn S ansaeheiden, als die 
daneben stehenden Fotensen von x sind, damit sämmtlicbe flari« 
lontoireihen nacji Potenxen von 2x fortlaofan. ,Es wird non 

■ 

g = - ((2»)' - 20(2*)» H- 00(2*)]?** 

I? l(2»)* - »(ÄA)* H- 180(««)« - 1201?' 

a. a. f. ' 

«■d es handelt aich j«tit noch «n dia indenendente B«tiadum|p der 
€oe0ixieD(en der PotMaen ven 2i», Btolich 

1 

1.6, 

1, 12, 12, ' 

1, 20, 60, •• . 

1, 30, 180, 120 . , 



Zerlegt man die Zaltleo, der zweiteD Vertikalreilie iu Factoreo , so 
benerkt man leicht das fieieti: 2=2.1, 6 = 3.2, 12 = 4.3, 
20 = 5.4, 30 = 6.5, so daaa diste Zahlen unter der Pom 4*(i»—l) 
= 2m, zu stehen scbeinen, wenn wir mit n, den zweiten Bioo- 
■ialkoeffizienten des Exponenten n bezeichnen. Die Zahlen der 
TierCen Verftikatreihe haben den gemeinadiaftliehea Factor 12=3.4, 

4 3 2 1 

und lanen Mch anf folgende W«se achreiben: 12'=S.4. | 2 > 4 ' 

60= 3 . 4 • ^'o ^'^ * 180 = 3 . 4 » ^'2*3 » was auf das Gesets 
3.4.M4 hinzudeuten scheint. Die Zahlen der vierten V'ertikalreibe 
nüssten demnach von der Form 4 . 5 . 6 . aeinj auf welche auch 
die Zahl 120 ftr 4t=s6 paaat. Wir wollen onn iienea €eseli der 

Coeffizientcn annehmen und zuaclicn, oh ps fiir den («r4-l)ten 
Differenzialquotienten richtig hleibt, wenn es für den «ten gilt. 
8^ demnach 

^=(-lH(«»)»-i.-f(*»>^+ii.-4(2»>^-- . . . . l«** (*) 

und irgfnd ein CoefiSzient 

Jf«-fc.=(r+l)(rH-^)....2r.«». (3) 
*• • . , • . • 

ah» 4er folgende 

4-M = (r-h2)(r + 3)....(2r + 2)nn^' (4) 
ao nttiale gleichftfnrfg Ar 

Ah+Iu n+l n+l 

l)^>t(?»)**"»— H-^_(2«)»-«— ...I* ( ») 

auch ' ' ' 

, ^«H.aH4:=(r+l)(r-|-2):...2r.(m-|-l)ar 

vnd 

iH-l 



tein, wie man sogleich erkennt, wenn man <• + 1 filr m setsL Hnn 
erbSit aber die Gleichung (5) aus (2) d«nh Diteranniafie» der 
letiteren; dieae gibt bei winklichef. Anafiibnug 



+ ( — [— 2» (2»)»-» + 2 (m ^ 2) X-e (2»)"-» 

- 2 (m - 4) 
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?ffi|r1,eielii mo dieta nie der GMehmg (5), lo iit 

# H-M I* 

I «+I n m 

s 2(i» — 4) 4»-4 + ^n-« 
t. f. 

•der ellgeMeia 

Nehmen wir jetzt das oben aaBgesprochene Bildongsgesetz für den 

n 

«ten Difl'erentialqiioiieDten als richtig- uti und substituiren fiir^n— sr 

n 

- nd .^11 er a die ie (3) und (4) gegebenen Werthe, so iet 

4iUir-1 = 2(« — 2r) (rH- 1) (r + 2) . . . 2r . 

-f-(rH-2)(r4-3) ....(2r-*-2)w2.-« 
=(r-t-2)(r-|- 3). . . .2r I2(<ii-2r) (r-l- l)«ar-H2#^l) (2#H-2)«er«l. 

Ib ist nber (je — 2r)iHrs(2r+ und 2(r-|-l)s=9r+2» 
felglleh 

^«.^1 a= (r -t- 2) (r -I- 3) . ... 2r(2r -h 1) (2r -h 2> [mai^] H- 

oder unter AnwendoBg eiiee beiiannten Setzei von den Binoaiial- 
ke^iieBten 

it+i 

^,-a^i=s(r4.1)(rH-3)....(2r4.2)(it + lW ' 

Dieaer Anadmek iat aber mit dem io (7) identisch, welcher letztere 
aos (4) dadurch abgeleitet werden war, dass »+1 Tür n gesetst 
wurde. Das Bildungsgesetz unserer Coeflizienten gilt daher für den 
{n-\-\')t^n DifferenzialquolienteD, wenn es für den Men richtig ist, 
d. h. es gilt allgemein, da es flir den eraten IKflerentlalquotienten 
Gnitigkeit besitzt. 

SSetzen wir nnn in der Gleichung (2) die Werthe der A ein, 
10 ergiebt aieb: , * 

=(— 1)« 1(2»)" — 2«, (i*)«-»-!- 3 . 4»^ (2»)''-<— i . 5 . ü». (2»)»-6 J 

I " • • • «J^ I 

Nimmt man «ssrnr^ wo • eiiie Ctestante ist, ao wird «b^as#HA^, 
feigUcb 
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-) ^ 1 

(9) 



i/u" J 

= (—«)" [(2w)«-2«,(2«ii)'-^H-3.4i.^(2aii)«-4-....j^«'»'' j 
woait die geitellte Angabe «HgeaeiB <gelöat irt. 



II. Aus dem Vorigen luat iidi tocli leidit der. Werlb dm 
Differeatialquotienten 



ibleiten. 

Aus den bekttODten Satee 



Alf '^duß^ l' ä»' dtp—i 



erhält mao Dienlich für ^stf, ^=ze 



) ^{e ) . _ d>^-Ke ); 



fülglicb, weun wir für die rechte Seite die gefundenen Werthe aus 

n n 

(9) substituireo und wieder ^»-a, etc. zur Abkürzung braucbeo, 



s (— a)«« [(2a«)« — Jn-2 (2«*)'»-« -|-^«_4 (2««)«-^ — .... J ff 



=i(— 1)««'*-» I(2«»)''+i— ^»_jK2«»)''-i-f-^«_4(2««)^— .... 1 e 

-t- i (— ly«^» I— (V»)^* -I- «» Al^i^mmY^ — . . . . 1?*''** 

Nelimou wir die Coeffizicntcn gleiclicr l'otcnzen von "iau zusam- 
men und bezeichnen die neuen Coefiizienten mit Bn-^\ > i^n—u 
Bm-% etc., M iat 

n ' . nrri 

SS (r + 1) H- 2) . . 2r . «BP 

+ 2ii . r (r + 1) (r («r - i) . (ip 1)^ 

Nun ist aber «.(#» — l)sr-3=(2r — l).i»3«<^i, folglich 
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(10) 



Hl Ä (r -f- 1 ) (r 4- 2) . . . . (2r - 2) (2r - 1) 2r -J- ot^] 
= (*•+ 1) (r + 2) .; „ar . (• -M)jr. 

SeteM wir nun rssO, 8, . . . . so wird 

ä»(ue ) ■ 

— ^ (_ 1)« ««-1 — 2 (2a*/)«-» 

H- 3 . 4 (M + 1)4 (2««)«-» — . , . . 

Wir wollot) nun einig« Anwesiiiugeii der gefundenen Formeln (9) 

und (10) mittbeileu. 

ni. Be lind folgende Integrale bekannt: 

♦»^•i^ '(«) 

Setzen wir im ersten Integrale /: = n- und difTcrenzürcD /tmal 
nach «I, wobei wie früher « constant für die Integration bleibt, 
ao wird 



.F3l|rt mn die Differentiation anf der linken Seite ans, setzt nnter 

sbnDg 
naili 



dem Integrale reehta für ^"-^ ^ seinen Werth ans der Gleicbimg 



(9) für a = ,T , lind inlcs?^rirt die einzelnen Glieder rechts 
Formel .(^2), so ergiebt sicii folgender arithmetische Satz: 

1.2*S*«*^is i 

1 .<>.ö....(^M — 1 j — 2 -f-w.4»4. ' ^5 — .... ^ 

Achnliche und nilgemeinere Sätze lassen sich durch ein ähnlichei 
Verfahren leicht in crösserer Anzahl ableiten. Wichtiger als dieses 
ist, da8s man aus den oben gefundene!^ Difierenzialquotienten die 
cioiger anderen Punktionen ableiten kann, wie man sogMeh se- 
hen wirdi 

IV. Man setze in Formel (UJ ^==1 + «', so ist 
folglich 

rl" , 1 , _ rf<g " V ^* j 

TMllV, 24 



* 370 ' 

Substituirt man fiir den DifTereoziaHiootienten unter dem lotesral- 
zeichen den Ausdruck (9) fiir 0 = 0:, iotegrirt jede& eiozelDe; Glied 
nach Forael (12) für und mssi», h— 1, 2,i.i.Wn 

•o wird 

' ÜL r , ^ 1 

— i-iri ^ (v^rii^^'+i 

jjzi — • (v/i:f:5ryj»-i-t- • -J 

und wenn nMm mr AbkSrxnng 

= ü (14) 



setzt, SQ ergiebt sich 



= (- 1)» 1 . 3 . 5 .... (2» — 1) [«« f72^i — 5^ii«-2£/2«-i-|- .... 1 



oder 

(-1)» 

1.3.5....(2is— 1) * du^ 



(15) 



Ein allgemeiueft Glied der vorliegenden Reihe würde folgendes sei»: 

— (4»— 2) (4/* — 6) (411 — 10)...* (4«— 4r-H 2)"^ »"C/w »^i* 

am welchem daa Gesets des Förtha nget leicht s)i ilheraelien iit 
Man kann der Gleichung (15) noch eine andere Gestalt gehea. 
Sei nämlich üslancp» so wird l/sseea«» und in dem aUireBMi* 
Gliede 



■\= co8"+iy . sin«— 2^9, 

nnd wir erhalten jetat 

(—1)« d>*ü ' 

M 

(16) 



1 .3. 5.. ..(211—1) * du^ 



=w^^9 [8in«SP ~j^«'°'^^-^ (4n4g)cI^-6) '"'^ 

T. Nimmt man in Formel (11) wieder i& = l -f-m> md nndti- 
pUsirt heideraeitB mit dem constanten w» ao ist 
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folglich ^ 

2 Vi -Hl»»' «/o Ai» . 

Sabstituirt man unter dem Integralzeichen den Werth des Differen- 
zialquotienten aus Gleichung (10) für a = a: und integrirt die ein- 
zelnen Glieder nach Formel ( 12) für ^ = l -i- und m ==: n, 
m^l 1. w.> so ergiebt ^ich:« 



*L r ^— 1 

(~l)« y l.3.S....(2 it-~l) (gu)wH-l 



2' l '(iTf^^^ 



nnd wenn man 

setzt, . ' • 

äuf* 



oder 

'(18) 



l.S.5....(2» — 1) * du^ 



woWfi das allgemeiae GIM^ 4«r Reihe dnröli folgende FermeY dar- 
geuMlt wird: 

I (r-f- l)(r-4-2)(r-t-3) 2r(«-f-1)2r 

- (te — 2) (4/1 — 6) 10).,..(4w — 4r-f-2) 

ans velelier dai BUdnngei^esetz der Coeffi?sienten erhellet. NiMt 
man noeh aistan^, eo wird U=sm% nnd man bekommt: 



1.S.5....(2M'-1) * 



(19) 



Di« Toratehende Gleichnng enth&lt die Anfloaung der vom Berm 
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Herausgeber im Isten Hefte der 4ten Theileä d. Arch. S. III g^ 
stellten Aufgabe. Die dort gegebeDen AiiBdröeke ■teilen sich uoter 
die obir^c Form, sobald man in ilinrn cosy){l — siny') für cos'y, 
cos'(/) (i — sin^y) für cos*</) u.s.w. setzt, die noch nöthig^en MuUipJi- 
cationea ausfuhrt und Alles nach Potenzeu von sin ^ ordnet. 

VL_ Setzt man in den Gleichungen (Ii), (15) und (17), (tö) 
1 für Uf Bo ewWt nao die folgenden beiden Sätze: 

Für 
ist 

1 . 3 . 5 . . . . t2« — • 1 j • du'^ - . # 

and filr 

1 rf«jCf \^\\ 

I^un hat aber £aler folgendes Resaitat gefunden: 

Vergleicben wir 4ie8flr für \/l^u*= ü mit FprnMl C^O), so ei- 
giebt sieb folgender Satz: 

Für 

ist 

^hn — 2^uU' ^ (4/» — 2)(4w — 6)^«i7' ^* • • • 
1.2.3..*.^ _j 1 , 1 » 3 1 

""1.3.5....(2»— "*"27?'* ■^^"+•• •• •1 

oder für M = 
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Diese Gleichnng enlhält die Formel (13) als specicUen Fall für 
ar = 0. Nimmt man .r=l, so erhält maa eine bekaniite Eigeo- 

scbaft der Binomialkoenizienten. 

Könnte man das vorliegende TLeorem unabhängig von dem 
Vorigreo beweisen, so liesse sich durch dasselbe umgekehrt die 
uDg (20), 80 wie die daraus folgende (21) aus dem Euler- 
scbeD Resultate ableiten. 



Aufgaben über Maxima und Minima. 

Voo 

Herrn L. Mossbrugger, ' . 

Lehrer det Mathematik an der Kantonsschule' su 'Aarao* 



Im sweiten Bande dieses Archivs Seite 405 wurde fiir das 
grösste , in einem gegebenen- rbombiscben Octaeder besel^iebene 
Kllipaoid d^ Gleichung 

i 

Sefundeo, worin 2ar, 2^, Sc die' Grössen der 'drei Achsen des Octae* 
ers bezeichnen; wir wollen nun umgekehrt dasjenige unter 
alliSB 0otaedern mit gleiehen AGhsenrichtungen zu be- 
stimmen suchen, dessen Seitenflächen das BIlipsoid (1) 
ebenfalls berühren» und da^s zugleich den kleiasten In« 
balt h at. . " " 

Es sei ABCDEF (Taf. Vll. Fig. 7.) das verlangte Octaeder 
AC^ BD und BF seien die Achsen desselben, und zugleich die 
iter y und ß und a diet Winkel, weldie die Achsen der 

SP und y. der und der i/ und s einschliessen; ferner setzen 
Rrir L^UC^^^ ljCAU^% und sehreiben in der .Gleichung (1) 

1er ' Kürze wegen «j, nnd*<f; statt ^~ , pr^ und pf|=, so ha- 
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I 

beo wir, wenn o:,, y,, — y,, *, ; — y„ — o:«, 

"■y«» *4? t/n *»? y«) *« > «^T» yv> ^^^t ? ^ "^i» 

— y,, — 2, die Coordinaten der BerülirunffBpuDkte der Seitenflä- 
eben ^BE, BCE, ABD^ OED, ABF, CBF.ADFufiA CDFmü 
4m fillipioid beielcliiieD, fdr dlem uDd filr jeoe die Gieichuogei: 

a»» ^ Ä»» ^ Ci» * . 

£*l _ yi'« 1 /»i^ 



»I* ^1* *«» 



-=^ = l (8) 



Seteen wir die senkrechte Höhe von E bis auf die Ebene ABCD 
gleich und den Inhalt des Octseders gleich ÜT, so ist: 

iC=iAB.BC.A.siüu> 

und 



Sin y 



V 

Um die Grössen AB^ BC, EO zu besttmaten, setzen wir in der 
Gleichung (3) « = 0, so ist die G^uch^ng von AB folgende: 

Aus derseUien Gleichung erhalten wir aber auch, wenn wir nad 
einander «sChnnd yssO; «=^0 und dP=0$ ^=0 und 
setzen: 
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Didarcb erhalten wir aus den Dreiecken OAB und BÖCx 

m 

AB=^ W^a,*y.»-hÄ»*JFi»--2«,»^/a^.y, cos/, 



FaiiKB nir 4ie gefundenen Wertke von^i?; iTC und Ep \f^ 
eifli nnd setzen der Kiine w^gen: ^ ' 



80 ist 



W ir üudea ulter auch für die Gleichung von ABl 
, sini^ si n xp 

' * t/ = — — — — 7 C (14) 



Aus (12) und (14J| folgt: 



Tornas wir 



iso 



nd 



hl* x\ ^miff 

iRi^Xi sin y 



«iVi — Äi»a;i cosy 
e08^=; 



'JialtcD. 

Weil aber auch : //C= sin (y -f- 1//) : sin ^, so ist: 
»in (SP H- ^) == ^^^^y^^ 
t endlicli 

<7— gga! und auch V/u4i^ » 4- — . BC . cos SP, 

^1 
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SO fludeu Avir iiiich der Substitution dei* Werlbe^ voö Aß upd BC 
und der Gieicbsetzuog beider VVertbe vou AC 

eos 9 ^ 



also auch 



. 810 9 = 



« • 

Führen wir diefen WerÜi von sin 9» in der Gleiehnng (13) eio, 
so ist 

2« »Ä »J/ 

K= ' ' ' ■ (15) 

Um den kleinsten Werth von K zu HaUeo, betrachten wir :s, 
als eine Function von ^, und » und setzen die Werthe von jj^ 

und gleich Null, bestimmen alsdann aus den resultirenden Glei- 
chungen die Weithe von und y,, so erhalten wir: 



Naeh No. Ä ist aher ssri?, j^j*- ||i j also auch 



mithin sind die Bestinnnnngsgleichungen für y, und «i 



woraus wir leicht 
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VI 



\\ setxeii wir stait der Ordtteii a^, 1^^ <?, ibre^vbeo aogege- 
fceBen Wertfae, so bt 



a h ' e 

^1 — y > yi y> — y > 



Auf gkieke Art fMw w 



fl^ Ä C 

y>y»=— y> = y 

a i c 

y,y4=— y > = y 



a_ A_ c 

a » y» — s»*» — ""y 



^1 



jiy» — — g »*» — g 



(20) 



« « c 

' j»yt=^y**i= — y- « 

Füf den Inhftit des gesuchten Körpers findea wir dalier 

^==^yrii ?'^^^>ri .l!a±:^^ (21) 

oder aneh 

,...(22) 

l'erg^lelchcn wir die Gleicliuiig^eu (2), (19) uuü (22) mit jeueo in 

(1), (^0) und (21), so lindea wir uac|i den drei erstem: ' 

Dass, weon tfm irgend ein gegebenes dreia&iges Eliipsoid, 

ron welchem allgemein drei beliebige, jedoch einender nngeordnete 

Durcbmesser die Grössen 2^^, 2/? und 2C haben, das kleinste rhom- 

Wsehe Octaeder, dessen Ecken in den Verlängemogen dieser Durch* 

. • AB C 

nesser liegen, beichrieben werden soll; alsdann ^7=, und 

!ie absoluten Grössen (ulme Kerücksichtigung der Zeichen) der 
Irei Coordinaten der acht Berüliruugspunkte des Eliipsoids mit den 
»eitenflächen des Octaeders sind, ferner dass 
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der lobalt dieaes kleinsten Octaedera ist (wo u, ß und y wie oben 
die Winkel bezeichnen , welche die BaraimiMr %B wid 2Cy %A 
' und 2(!7, und 2^ eioschliessen). 

Endlich ergiebt sieb aus den drei letzten Gleicbungen No. 1, 
80 und 21, das«, wen« in ein gegebenes Octneder, denen Achsen 
(Diagonalen) 2«r, 2b ud 30 aind, ein grösstes Eilipsoid einbeschrie* 
ben ist, und alsdann um dieses letztere wieder das kleinste Octae* 
der, dessen Ecken auf den Verlängerungen der Durchmesser 2«, 
S^i %t liegen, beschrieben werden soll, dieses letztere m\t dem ge* 
gebenen Octaeder identisch wird; sowie nucli die BcrUbrungspunkte 
der Seitenflächen des erstem gegebeneu Octaeders mit dem gross- 
ten Eilipsoid, mit Jenen der entsprechenden Seitenflächen des ge- 
sackten Jüeinstcn Ootnedera nit dem Ellipaoid sasiBMenfollen, 



n. 

Es ist ein Parallelogramm ABCD (Taf. Vif. Fig. 8.) gegeben; 
man soll die gröute Ellipse in nnd die kleinste um dsssewe hs- 
schreiben. 

Für den ersten ITnll seien JB ACr^h die Seiten, 

und CAB = a der von diesen eingeschlossene Winkel des Pa- 
, ralielogrammsj ferner sei für ein rechtwinkliges Coordinatensjstea 

^y« + + ^* + 3ily -f- 2£» + Fss 0 . . . . (1) 

' die allgeneipe Gleiehnng fdr einen Kegelschnitt. 

Nennen wir aber AB ah Achse der x und AC als Aciie 
der so ist, wenn und y' die neuen Coordinaten bezeichnen x 



Führen wir diese Werthe von a: und y in der Gleichung (1) eis, 
so erhilt sie die Form 

Jfy^^-\-'iB'aif^^Cx'^'\-tD'y'-\'1Eai'J^F^^,,,. (2) 



Ön aber die Ellipse die Seite AC herlhrea soll, so knan ^ nnr 
einen einnigen- Werth haben, foigUek ninss 



« s= -f> sr' cos % )r = sin «. 



wo 



^s^sin«*+2tf sin neos «+ Ceoso* 
B^ss, sin o + Ccos a 
l»" SS H sin a + ^ Cosa 



n^t. 



Für dr'sO erhalten wir ans (2) 




• • < • 



(3) 



Digitized by 



oogle 



919 

sein. Dadurch wird aber» wenn / 4«r BerttlinMgpipmkt 4er EUipM 
mit der Seite AC ist. 

Ganz auf gleiche Art erhalten wir» wenn M der BeruhrnngepunlU 
der Ellipse mit ist: 

^ — CFäO.... (4) 

■ 

ttud 

^ üTsS SÄ — g. 

Um die Ordinate^ dee Berfibruugspunktes £f der Ellipse mit der 
Seite in erhalten» letien wir in der Gleiehnng (s) a/=s«, 
wodurch wir 

erhalten. Da aber aaeh in diesem Falle nur einen eiozigea Werth 
haben kann, so ninss die Gleichung 

iira + /^^— ^i^*-H2^ + /*i=0.... (5) 

statt finden;. daher wird 

Shebso hekomnen wir Ht y'=sh die Gleichung 

lad wenn sich die Ellipse und die Seite CD in K berübreo, so ist 

kus der Verblnduog der Gleichungen (3), (4), (5) und (0) ergeben 
ich folgende zwei: 

« 

ervielfachen wir die erste dieser Gieicbuogen mit b knd die an- 
3rc mit er, snbtrahiren alsdann die Prodaete, so erhalten n^ir . 

K = Ans No. 7. ist aber Ä' = -~ db ^{Ea-^Fl. 
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Fübren wir in dieser Gieicbniig iS«o Werth .?oii eb, m 
boben wir für das Zeicbeu + 

und fiir das Zaicben — 

ir^-^iea+iFi.... (10) 

Werden die Wcrtbe von J\ C\ D' und der leUto y%Vi B' in No.(ä) 
eiogefiibrtj so ist die Gieiciiuug der KUipse: 

Aus dieser ist 

Wird diese Gleichung mit sin « . r/.tr' multiplicirt, nlsdann integ-rirt, 
und das Integral von ^-^' = 0 bis a:'=^a genommen^ so erbalten 
wir für das z^eicben + den Flacbcnraum der Figur AIKLiB, uod 
für das Zeicben — die Fläcbe der Figur AJMBJL. Im ersten Falle 
ftriialten wir: . 

/ (Aa-i-Z j-log j j Const 

^ Für = 0 ist Cooit = 1/7\ÄHkF) log (- 1), 
mitbin ist 

sin «/]'yV/^=^.in VJF\B0^F) . log C— 1). 
folglich ist 

dieelliptiscfaeFlftebe^/irZ;^^sliMH-^|^^ . log(-D 

FQr das Zeichen — finden wir ebekiso 

dieelliptis€heF»ehe^/if/;i7ssjsina~^^V^ 

Daher ist die Fläche der Ellipse selbsts=-|^ l/jF(^a+/^ j . log(-lji 

Digitized by Google 



t * 

Setzen wir io diesem Ausdrucke =: x, differenziiren denselbeu, 

und setzen alsdana das Differenziai desselben gleich Null, so er- 

haUen wir: 

a-|-2s^0/also »s=s — j; 

mithin wird dir .Anadruek filr dia Fl&ölie. dar Enipsa ein Maxinuin, 

wenn^ = — oder JFz^i ^ ist. Durch die Einführung dieses 

Werths von F in den letzten Ausdruck für den Inhalt der Ellipse 
erhalten wir^ we^iu wir jenen Ausdruck mit / bezeichnen: 

V^Ä^aina.WCri.log(--l).... (13) 

Da aber allgemein log j cos 9 =p sin (py/ZZi \ = =b {2A:n — 5p)\/^ 1 

ist, was auch A: für eine positive ganze Zahl bedeutet» so ist, wenn 
wir Xr = l und <p^7t setzen: 

log(-l)=:=fc3rV/=T. 

Nehmen wir das untere Zeichen und substitniren diasen Werth Toa 
ioff 1) i>i Gleichung (13), so ist 

sin ff,.,. (14) 

Püliren wir endlich den obigen Werth van JP in der Gleichung 
Ii) eio, so erhalten wir: 

»der , wenn wir die Quadrate ergänzen, und y' — -^ = •1,0?' — 
SS ^ setzen: . • , 

a*u*^lU* = ^ .... (15) 

!s sind also die durch den Hittelpunkt des Parallelogramnia mit 
en Seiten desselben parallel, gezogenen Linien IjL und üfiSC die* 
nig^en sugeordneten Durchmesser der Ellipse» welche ihre Be- 

i/iruncrsp linkte mit den Seiten des Parallelogramms yerhinden. 
li^ndlich ist die Fläche des elliptischen Raumes 

i4 die Fiäche des elliptischen Maumes 
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Cm die kleinste Ellipse um das Parallelogramm zu bescbrei- 
ben^ nehmen wir AB und AC zu Coordinatenacbsen und behalten 
alle übrigen Annahmen wie im ersten Fall bei; alsdann finden wir 
leicht, dass 

F=0, Z>' = -<^^', E = -^, ß' = 0; 

89 dass also die Gleichung der umschriebenen Ellipse 

^y» + CV»_^'^y'— CVr^ = 0.... (16) 

ist. Bestimmen wir aus dieser Gleichung vervielfachen alsdann 
mit sin a. da:' und-intcgriren, so ist 



, , , hx' . .sin« ((2x'— . KaCaf hCx'* 
sin«yyW^=-2- s.nazb-g- j— 4— Y + T 



Ca^ (2^-a)\/| 
+ (.^ + ^) ^rc.^^^=_^j +Coo.t (17) 



Um den Inhalt I' der Ellipse mittelst dieses Ausdrucks zu be- 
stimmen, so müssen wir vorerst bemerken, dass die Seiten AC and 
BD des gegebenen Parallelogramms parallele Sehnen der zu be- 
stimmenden Ellipse sind, und dass daher eine durch die Mitten die- 
ser beiden Seiten gezogene Linie ein Durchmesser derselben ist; 

verbindet man daher die Gleichung y = -^ dieses Durchmessers 
mit der Gleichung 

die wir aus (16) erhalten, so erhalten wir die Abscissen AP 
AQ der Durchschnittspunkte dieses Durchmessers mit der Ellipse, 
nämlich: 



und 

Das Integral zwischen diesen beiden Grenzen genommen und das 
obere Zeichen im Ausdruck (17) gebraucht, giebt die Fläche des 
elliptischen Raums PACSDO Q. Das Integral von jc' =z 0 bis 

= — yj» — |/<»*H-^^'! genommen und das untere Zei- 
chen in No. 17. gebraucht, giebt die elliptische Fläche APX. 
Ne hmen wir ferner das Integral von jc' z=z a bis a:' = ^ )« + 

a' + ^^'i ebenfalls mit dem untern Zeichen in No. 17> so er- 
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halten wir die Fläche des Raumes BOQ\ eDdlich giebt das Integ-ral 

voa ^' = 0 bis a;' z=z a mit Beibehaltung des Zeicbeoa die 

Pläehe ABB.^ . . 

^ Fähren wir das so eben Angegebene aus und bemerken , dasn 
die Fläche der umschrielienen Vmx^s^ RNS0 = K^nmPItCSD04i 
H- Raum ARB — Raum APiV — Raum BOQ ist, so erhalten wir 
für 4en Inhalt der £lli|»se fulgenden Apsdruck: 

SetseD wir wieder ^=s, lo ist 



p |^'-t-g'g|7ysincg , 

• — 4p^5 •••• \^^} 



mitilia 

Ann dieser Gleichung ist «==^ = 2^, mithin C=-^\ dadurch 

wird der Aosdmek für den Inhalt der BUipso BNBO in No. 18 
oder. (19) an 

/'=s-^«na.... («0) 

« 

Weil Mn die Grösse den Dmbmessera Jiü ss ^i»^. AQ 
= |/«« ^^», so ist aVe^=siir|/2. 

Setien wir endlich in (16) — statt nnd statt ^, so er- 
halten wir für die Grösse des Durchmessers RS, der dem 1^0 zu- 
geordnet ist, den Werth Die Gleichung der gesuchten El- 
npae ist daher« 

oder 

h m 

and wenn wir m statt y— ^ und I statt ar-^-j schreiben: 

a>w»4-Ä^*» = ^,..: (21) 
Aus (14), (15), (20) und (21) folgt: 
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I 

a) dass die umscbriebene Ellipse zweimal so gross ist als die 
. einbeichriebeBe; 

b) data beide älmliche und p^lricMiegeode Ellipsen sind. 

Der zweite Tbeil dieser Aufgrabe, nämlich die kleinste Ellipse 
um das Pnrnllelogramm ABCD (Tat*. \ II. Fig. 8.) zu beschreiben^ 
lässt sich auf viel kürzerem Wege auflösen. Ziehen wir nämlich 
durch den Mittelpunlit E des Parallelogramms mit AB und AC die 
parallelen Linien PäO und SR^ so geben diese die I'Bg«' s^«er 
zugeordneter Ddrebmesier der zu inclienden Ellipse an. BeseichneD 
wir nun und iiE mit / und ^, ferner den Winkel, den 8R 
mit der grossen Arhso 1A der Ellipse macht, mit cu, und den, wel- 
chen NO mit dcrscllten lilldot, mit ip\ und ist endlich die kleine 
Achse der zu hcstimnicMidcn Ellipse, so haben wir, nach den be- 
kannten j!»ätzcn von den Kegelschnitten, folgende Bestimmungsglei- 
cbnngen: 

^pg^ = a^g^ -I- , . . . (1) 

— cos(a — üi)sina •••• 

ö Sin«. sin« 

^ * 

Bezeiebnen wir endlicb den Fläcbeninhalt der Ellipse wieder nit 
80 ist 

' r=ABn.^,. (5) 

Drücken wir durcb ^, ^ und Functionen von a nnd o» ans, so 

finden wir: 

n , , l/sin 2(« — w) _ .-1/ siti 2o> ) , 

= t\^V ^-S— -^ + » l/-^-^77 : «0«.. (6) 

4 ' r sin 2a) r sm 2 (a — o») ' ' 

mithin 

I 

dP n . i — a'sinSff Ä'*sin2a 

— sina 



^ ^ )sinaa)'l^8io2a€Otg2Q>*eos20 ^^°^'l^i°^*'<>^^~~^<'^IM 

Setzen wir diesen Ausdruck gleich Null, und bestianen alidann dea 
Werth von cotg2(ü, so erhalten wir: 

. * a* cos 2« -f- Ä', 

Sueben wir mittelst dieses Wertba die Auadrneke «^i ^ 

r sin 2(1) 

1/ sin 2» t 1^ • 
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also dasselbe wie oben. 



XLIL 

lieber eine neue geodätiseke Aufgabe. 

Von 

dem Herausgeber. 



f. i. 

Die folgende Aufgabe ist, so viel wir wissen, noch niemals 
behandelt worden, dürfte aber sowohl in theoretischer aU aacb io 
praktischer Beziehung mehrfachcä Interesse durbieten: 

Aus vier in einer und d erselbeo geraden I^inie lie- 
gendeo Punkten jlf,, Jf«, iVs9 deren Entfernungen 
von einander bekannt sind, werden zwei andere mit je- 
nen vier Punkten in einer Kbene Heißende Punkte 8 
und gesellen, und in den Punkten if/, iV, , J/,, J/, die 
180" nicht übersteigenden W \uk q\ SMS SM ,S JSM^S 
SM^Sj , welche die von einem jeden der Punkte J/, i!f, , 
Af, nach S und S^ gezogenen GesichtsÜDien mit 
einander eitisehliesaen, gemessen. Man soll die Lage 
der Punkte S und bestimmen. 

Weil diese Aufgabe eigentlich nur ein specieller Fall einer weit 
allg^cmeinern Aufgabe ist, welcher wird bald eine besondere Ab- 
handlung zu widmen hofl'en, so wollen wir in den drei nächsten Pa- 
ragruphen von einigen ailgcmeioern Betrachtungen ausgehen, welche 
uns späterkln bei der Anfldsung des in Rede stehenden aDgemeinen 
Problcins von Nutzen sein werden, wenn dieselben auch fttr nnsem 
nächsten Zweck eigentliiBli niqbt in dieser AllgenMinheil; aagettellt 
sn werden brauchen. 

Wir denken uns drei beliebige Punkte üf mid S/Si im Raiinio/ 
und "bezeichnen deren Coordinaten in BezngV änf ein beliebij(cs, 
ru^twinkliifea Coovdinalentystem ra^ective dnreb 6, e und 

9 »» 
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jr, x; ir, , ^, , x,. Ferner wollen wir die Rntferonngen M8 
und jtfi^i «leg Punktes ^ von den Punkten S und iS^, durch r 
und r,, den von den Linien MS und ^1/^!^, an dem Punkte if/ mit 
einander eingeschlossenen, 180*> nicht übersteigenden Winkel darcb 
a, und die 180°, nicht übersteigenden Winkel, unter denen die 
Linien ßiS und MS^ gegen die positiven Theile dreier, durch den 
Ponkt M gelegter, den prinitiveo Azen paralleler Axen geneigt 
•iod, reipective durch tp, x "od 9),, t//,, Xi bezeichnen. Dies 
vorausgesetzt haben wir nach deo Prineipiea der aiialjtiacheB Gef- 
metrie die Relationen 



^ = cos g>t 

Ä r cos ^, 



1 ) \ y = Ä r cos ^, 



und 



: ^ jij, »ar-l-r, «es 9>,, 
2) i yi = ^ cos v^,, 

^ «1 =c-f-r, cos jf,; 

so wie ferner die Gleiobangen 

i cos -f- cos ^* -f- cot jp* = 1, 

und 

4) CM 9 cos 9, -h eoe ^ eoa ^1 +cm x iti 

Ad» de|i Gleichungen 1) und 2) folgt ^ 

t 

X — a y — b % — c 



0089 = —-, cosV/=-;r-» co8;|f=;— — ; 
5) f . k 

cos 9, Ä — — , cos =— — , cos Xt = ^ — ; 

'^t '^t 



also nittalst der Gleicbungea 3) und 4) 

— a)' 4- (y— ^) '-+-(» — c)» r= r*, 
— ay- + (y» — 6y -i- («, - c)» =r^» 



wid 



Bezeichnet nun ^ den doppelten Flächeninhalt des Oreiecb 
SJUS^, so ist bekanntlich 

8) ^sssrr^ nn a, 

und folglich nach den Vorhergehenden 

») ä) , - ») -H (y — (y, — = A • 
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•Jer 

cot n ^ {m*j^6*^e*). 

Liegen die drei Punkte M uud in der Ebene der 

so ist, wie sieb aus den Vorhergehendeo unmitteliiar ergiebt: 

II) ofsft — «(JP-I- JT, )— ,Ä<|fH-y,) =r ^ cot a — (•» 4- 6*y, 



Wir wollen nnn jetst vier io der (bene 4er oryliegpende -Punkte 

• « 

denken, deren Coordineten in Bezug auf das nun Grande gelegte 
recbtwinkligfe Coordinatensystem respective ' 

«1» ^.5 «»• ^»i ^. 

lind; nad aolieB wieder xwei beliebige Punkte im Ratae 

■ein, deren Goordiilaten in Being auf dataelbe fecbtwinklige Syslein 

-fß » -a?.. * 

und. Beieiehnen wir nnn din 180^ niclit iikereteigenden Winkel 

^SJfStf jS^üfflfifl) JSäi%&iy /^JlifS^ 

respective durch 

a, «„ o,; * , 
die doppelten FlScbenränne der Dreiecke 

SA/S^f äfJUiSif SJU^JS^f SM^Sx 
respective durchs • » . . * 

.Ai An Aa> At9 
nnd ititien der Kürte wegen 

und 

A cot a — («• -4- Ä*) = i2, 

cot a, — (ä, » *i •) = Ä»i 
At cot«, - + Ä„ 
cot a, — («3 » 4- ^,») säÄ;; 



13) 



ao erkalten wir nach 10) die vier folgenden Gleichungen: 



Digitized by Google 



BliaiDim wir diid am dieseD vier GleleluMiffeD die drei GrjiMtB 
17, X« 80 erhallen wir die bemeri&eDtwertlie Relation 

15) l(a,-«,)(<^, -Ä,) (^-^.)| -ß 

oder 

, ■ 

16) |(«. w«.) + (•« - ^. I ^ 

uod foifflicb, weuD man für die Grösseo Sit, i?,, ihre 
den Ob%en bekaoBten Werthe in diete GlefcboDg elnfillirt! 

n; }(a,-«DÄ,-|-,C«,-arOÄ.^(ar,-#,)Ä,| A cot a 

— «f,)^ + C«. — +C« — «,)^.! A. «. 

— |C<»i — — «J^tl cot a, 
= I C-r, - «,) + («. - «,) ^, — l (•» *») 

— tC»a — «O^H- («f. — '') ^2 -t-C^—O^,! 

-h IC». - «.) ^ + («, — ^, + («.- «,) ^, I -4- 

Wenn die vier io der Ebene der asy liegenden Punkte JH, M^, 
If, , Jtf, in einer nnd 'ilerMiben geraden Linie liegeu , nnd dicie 
gerade Linie als Axe der aDgenonmen wird, so erhalten die 
vorhergehenden Gleichangen die identische Form 0 = 0. In " 



sem Falle liat mnn aber, wenn man bloss drei in derselben fferaden 
Linie, welche als Axe der a: angenommen wird, liegende Punkte 
Jf, JU^, io Betrachtung zieht, nach 10) die drei Gieicfauogea 

Ml — arXsA c®* a— 

. JO — »,X = /\, cot«,— 

.£7--«,X = A» cot — i 



ans denen», wenn man ale mck der Iteihe nit a, — a^, a,— 
O'—Ux niiritiplicift nnd dann m einander addirt» aoglelch die Be- 
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18) («j ^«i) Acota+(«i — •) Ai «o'«i 4- 
oder 

19) (<jr, — «,) ^ cot « -f- (a, — <y) cot o, (« — a, ) cot ö, 

•rlialt«ii wird. Weil^ber, wenn R drei beliebige Qr9iMB 

*^ * * I, wie' bÄd leielit fiadet, iBnier 



20) (ö-/J)/>»4-(Ä-/») 

. = - (P - Ö) ( Ö - Ä) (Ä - -P) 

ist, so kaon map die Uleictiuog 18) auch auf den Ausdruck 
» ) («1 — •«) A cot « -H — •) Ai «•* «I (• — «i) 

oder aof den Ausdrnek 

A cot g ■ A| cot C, AiCOtg, ^ I 

briogen. 

f. 4. 

Ferner woileo wir jetzt fünf beliebige Punkte 

Mi Afi) Jl#4 

IM BoiMie betrocbten» deren reebtwinklige. Coordinnten reepectire 

«, ^, c; «j, ^j, c»; c,; c,; »4, ä^, 

•ein mögen; und sollen wieder swei beliebige Punkte ia 

Rnmne eein» deren Coordinnten in Betng^ auf dniselbe System 

^ÄT, y, a und or», 

« 

eiod* Setien wir nun der Ril'rse wegen aaf /abnliebe Art wie im 
vorigen Pemgmpben 

I ap-|-«t = JiC, y+yi=s 1^9 «-1-«i = 'Z 

und, Indem die 180* ulebt fibersteigenden Winkel 

SJMIS^^ /S3fiSx^ SJS£^Si^ S3i^Sx% ^M^S\ 

respective durch ^ 

«» «t*» «l»f «t» «• 5 . 



« I 
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4ke doppeltes PIHebenriiMie ddr Dreieekei 

SMS,, SM^S,, SM.S,, SM^S,^ SM^S, 

respec^ive darch 

A»» A»> da» d4 

, beteicboet werden', 

A, cot a, — (a,»-hÄ,»,-*-c,») = 12,, 
24) ( A, cot — = 

A* cot — (•^» H- + =s Xl^ ; 
•o hftben wir otcb 10) die füof folgeodeo Gleicbnngen: 

25) } ^-i»,X-^<^,y-c,Z = i2„ 

aus denen sich durch Bliminatioo der vier Grössen X, Z 
ohne Schwierigkeit die folf^nde .beaierlt^wAribe Mnäo« orgiebt: 

- W («. -«'O iC^a-^OC^-^O - (''^-^OC^. -Ol I 
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in die sicli uuu aucb leiclit ooch. die aus dem Obigen UekaDoUD 
Wertbe von 

Ä„ Ä„ Ä„ fi^ 

•infHbren IftdteD würden. 



». 5. • ' 

Inden wir der Autgabe, welche den eigeotlicken Gegenitend 
dieses Anfiatiee ansnaelien soll, onn nälror treten, wollen wir jetst 
jMiBolinien, dass aus vier in der ßbene der aty und in einer nnd 
derselben geraden Linie, welche als Axe der x angenonmen wer« 
den soll, liegenden Punkten 

Jf, Jf„ 

deren Coordinaten 

simmtlicb als geffeben betrachtet werden, swci in der Ebene der 
ücy liegende PnnEte 1$ und 8^ , deren unbekannte Coordinaten 
jf and fx "^in sollen, geieben, nnd in den Pnnkien 

die 180« nicht üheraleigenden Winkei 

jsm.j *yj/,Ä„ sA/^s.y iSw.^s^,, 

% 

welche dnrcb 

bexeicbnet werden siögen, gemessen werden, und wollen nun un- 
tersuchen, ob sich aus diesen f)atis die I^age der Punkte S und 
in der Ebene der .ry, d. h. die Grösse der Coordinaten or, y 
und .ZTi , ^, bestimmen lässt, wobei wir wie früher die doppelten 
Fläcbenräuine der Dreiecke 

, X : fiJlfSi^ S3MiSiy SM%Mx^ JBM^Si 

respective durch 

A> Am A«* At 

* 

bezeichnen werden. 

Nach 11) beben wir unter den geaacbten VoRansaetiongen m* 
VMerst die folgenden Cileiebinigen: 

I^or, — «(ar-f-a:,) = /\coto — ai*, 

+sfyi *i)==A» — «iS 

fyi -h J?, ) = Äs «Ot «a — 'f 

-1- yy, — ar,(jr-i-4rj) == cot ; 
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und ein bekannter Satz der analytiicben Geoaetrie*) litfeit 
ferner die folgenden Gleishungen: 

A = (— t4?yt -^if^t + «(y y,)|, 
, Ai=s(— 1)'» lijri— y*,H-#,(y— y,)j 

^ ' A» = (— 1)'* i-^yi — y-^. — 
Ai = (— 1)*» y^i-*-«, (y— 



in denen für 



und- 



» • 

jede beliebige gerade oder angersde ganse Zabl gefetit werdet 
kann^ jenacEdem man aicb, um reapective von dem Punkte 

durcb den Punkt S zu dem Punkte S\ au gelangen, naeb denelbee 

RiclituDg, nach welcher man sich bewegen muia, um von dem po- 
sitiven Theile der Axe der a: durch den rechten Winkel (jpy) hin- 
durch zu dem positiven Theile der Axe der y zu gelangen, edcr 
nach der entgegengesetzten Richtung hin bewegen muss. 
Setaen wir nun 

M ^— ^,=:^i, y— yt=2tft$ 

30) ! ^^^•+*'«» P=^'hP^i 

ao wurden' die Gleicbungen S7) und 28) 

— — c/ — 2flw = ^ cot a — a% 
^' H- - »1 • - «'t • - = A. cot a, — ar, », 
-4- «^^ — «1 • — — = cot «, — 

— » — tr. » — 3«,» = A » cot «, — a, » ; 

und 

A = — (- 1)' . 2(««'i — Wf, — «r,), 
Ai = — (— ly» . 2(i«r, — --ar,tr,), 

A« = — (— 1)'* . 2(w«», — v»^ — a,i> J 5 ' 

und nach gehöriger ^Substitution dieser Werthe von A» Ai» As« As 
in die Gleichungen 32) erhält man also die vier foJguudea Glei- 
chungen zwischen den Grössen i#, Vf Ug, VgZ 

t ■ I ■ 

*) H. s. Archiv. Tbl. lU. S. 263. 



33) 
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— ««I — (— 1 )» . cot a . ff . |— — «•» 
+ — Wj' —e^, ' H-( — .2cotO|.(tf&,—ra«,) 

|— 2«,t# — ( — . 2«! cota, . fr, 

|— 2^3« — (— !)>• • 3«,,colo, . t^i j"^ *• * 

i« + e;3_gi,2_t,,»-f-(— 1)/3 .2cota,.(«Mf,— ewj j ^ 

-T2a,fi— .2a, cota, . er. .1"" 

welche In Bezog anf 4i« vier GWfaMn 

+ — — »I», urVi tw,, tr, 

. Yom ersten Grade sind. 

Nach dem Obigen bezeiehoen bekanntlich 

die 180** niclit Ubersteigenden Winkel ^ 

SßfS^^ SM^iS^f SMIf^S^^ SMffSf, 

Lässt man ul)cr von jetzt an, so lange nicht etwas Anderes beson- 
ders bemerkt wird, 

♦ 

die lSO" nicht übersteigenden Winkel 

SMS^, SM,S,, S3f^S^, SM,S^ 

oder deren Ergänzung-en zu 180<* beieictwMi» jenach4em man sieb, 
nm respective von dem l'uakte 

dnrch den Punkt i9 an dem Punkte an' gela ngen, nach dcvaeldeli 

Richtung-, nach welcher man sich bewegen muss, um von dem po- 
sitiven Theile der Axe der ^* durch den rechten Winkel {-t//) hin- 
durch zu dem positiven Theile der Axe der i/ zu gelaogeo, oder 
nach der entp:e<i:cngesetzteu Richtung hin bewes^eo muss, so kann 
man die vier obigen Gleichungen oflrenbar in vSTliger Allgemeinheit 
auf folgende Art achreiben: 

-f- — -i- 2 cot a . (uvi — tw,) 

— 2a9» — 2a cot a . f , 

lii«H-r» — if/ — ffj*-|-2cotai . (iWt — Wii) J \ ' 

— 2a^u — 2a^cota^.Vi i . 



j — 
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Mitteilt dieier vUr GleidMiiigaD kaoo nao ilie Gröi 
IMiaiiaiit und iat alao berecbtigt: 

» 

wo At B ^ D bekannte Grössen bexeicbnen, zu setzen. Aus 
diesen vier GleichuDgeo erhält man aber durch £Umipation von % 
und t^i Jeicbt 

und bat daher, vie hieraus auf der Stelle folgt, lor Bettininittlig 
TOD V und »1 die beiden folgenden üieiciiuugen: 

( M - ( C+./>) ( C - /I) I r« - (iff- CO)* = 0. 

38) }. M-CD 
. / . . 

Da man jetzt die Grössen «, f, kennt, so kennt man auch 

die Coordinnten ac, y und or,, y, der beiden P.ankte S aod Ä„ 
weil nach dem Obigen 

ist»' ood unsere Aufgabe ist daher jetzt als aufgelöst su betrachten. 

Löst man die erste der beiden Gleichungen 38) wie eine fpin- 
dratisdie Gleicbaag auf» so erhält man 

^0) v^^i\A'-{C^ D)(C^D)\ 

=fc V^(Ä - CDy -i- iM- ( c-*- />) ( c - z>)p 

Weil aber unter der Voraussetzung, dass B—' CD nicht yerseliwii- 
det, offenbar' immer 

»/(if— ci>)«+iM-(C-i-ii)(C-/i)j« 

grösser als de(^ absolute Werth von 

iit^ so bat man bloss 

• 41)f^» = iM-(<^-*-/?)(C-/>)| 

+ V/(Ä— c'/>)«.-i-iMr-(C7^-/^(C'_i>)|» 
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«I aefitii,' iiod p ktt ^aher w swel rwlle, den Zewken omK' ent« 
gtg^Dgcsetete^ «bMlst gleiche Werte. . 

VenehwiBilet CD^ lo «rhmltoti die Gleichnngeo- 33) .dw 

Die «weite dieser betden Gleiehungen ist onr'dainü eiftlU, weaa 
die eiee der beiden Grössen «, verschwindet. 

Ist nun A ^ (C-^ D) (iO — D) >- 0, so kenn weg;eii der er- 
sten der beiden vorhergehenden Gleichungen offenbar nicht c;sO 
seiDy und diese beiden tileicbuogeo werden daher nur durch . 

1 fr» s»urf — (CH- />J (C— D), 
\ «, =0 

erfüllt, so dass eise in diesem Falle v zwei reelle, den Zeiehen 

Mcb ent^egeng^etzte, absolut gleiche Werthe hat 

Ist ferner A — {C'^D)(C — />)<^0, so kann wegen der 
ersten der beiden Gleichungen offenbar nicht =0 sein, und diese 
beiden Gleichungen werden daher nur durch 

erfüllt, «0 dass also in diesem Falle «i, zwei reelle, des» ZeiolMn 

nach entgegengesetzte, absolut gleiche Werthe hat. 

Ist endlich A — {C'^D)(C^D) = ^, so werden die Gleichun- 
gen 42) nur durch • : 

Seilt ■•■ (Jer Kqne wegen 
SO ist oeeh 41 ) 

and folglich , ^ \ 



■2?"* 



WO das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, jenaclidem A^ 
eine positive oder eine negative Grösse, ist. Berechnet auin nun 
den Hülfiiwinkel oi nitteisi der Formel 

•«•- • # .. ' .... 

, J8) taH . 



396 

und oinint dentelbeo posUiv uod negativ, seinen absoluten Werth 
aber nie grösser als 90°, was offenoar verstattet ist, so ist nacli 
dem Obigen « 

, . ^ Idbcosw 

' ' cosw , ' 

also, weil ^ 

1+cos w = 2 cos lw*y l — cos üß = % sin jw* 

I COS (O 

,49) f»' = { ' . ^ , 
\ sin 4«' 

\ cos (ü 

Weil nun aber nacb 48) 

=2Ä, cot ü) 

ist, so ist, wie man leicbt findet: 

i B. cot lixt 
50) = ^ \ 
f — tang 

wo immer für der erste oder zweite Werth genommen werden 
muss, jenachdem eine positive oder eine negative Grösse ist 
Mittelst der Formeln 48) und 50) kann , und also auch sehr 
leicht berechnet werden. 

Bezeichnet man die Entfernungen des Punktes S von den 
Punkten 

M, M,, M^, iV, 

respective durch 

*"» ''i» '*t5 
die Entfernungen des Punktes S ^ von den Punkten 

respective durch 
die von den Linien 

MS, ßf,S, M^S; M^S 

mit der Richtung der positiven a: eingeschlossenen Winkel, indem 
man diese Winkel von der Richtung der positiven an nach der 
Seite der positiven y hin von 0 bis 360** zähit^ respective durch 

uud eben so die von den Linien 

MS,, M,S,, M^S,, M,8, 
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Bit der RichtaDg der positiven eingeschlotteneB, anrdieielli« 
Art wie vorher goaooiflioMii Wiokol durch 

■ 

I 

^, ö'., ö*.; 

10 ist in' völliger Allgemeioheit 

a: — « = r cos y:=ir sin 0; 

■ 

ÄT — 'r=r, cos ^„ Jfssr. sin 0,; 
' J 4? — «, = r, cos ysssr« sin 0,$ 
0, 2=r, €08 ysr, sin 0,; 



nnd 



52) 



— a = r' cos 0, y, ==r' sin ö'; 
4?, — Är', cos ö*,, y, =r', sin 0', ; 
jr, — «9 SS«'« «00 0*,, y, ssr*« sin Ö*,? 
Ä?, — «, SS*'» cos^,, y, rssr*, sin ö*,? 



also 



53) 



Mitteist dieser Formelo lassen sich die Winkel 



und 



O',. 



ohne alle Zweideutigkeit berechnen, wenn man nar die Vorzeichen 
eebörig beachtet, welche in Folge der Gleichungen 51) und 52) die 
Sinus und Cosinus dieser Winkel haben nüsaen. DaoA findet mau 
aber ferner auch die Entfernungen 



nnd 



leicht BÜtehit der FohmIb 
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CO! O sin O' 



o; — «. 



54) 



€01 6| TT sin 



y 



und 



' oofO, ein 6,' 



«08 ~ ain 6^' 



» ~ «0« e^, »in 

• » eos e*, sin ö",' 
Die doppelten FlächeDräune 

A> A»> A» A« 

< * * * 

findet MB ■itttbt der PonMln 38) «der üeb Mitteilt der Poimh 

!A = ±rr'siD (© — ©'), 
A, «ir.r-, Ii« (©, _©',),• 
^.=±'•.''."''(0. -©'.);- 

in denen man jederzeit die Voneicheii so su nebmeii hat» dan die 

Grössen Au As» A« P^slHv werden. 

Bezeichnet nrnn die EntferauDg der beiden Ptonkte S aod &x 
von einander durch so ist 

57) ^=»/F=^"^7P"T7F^'. 

Bereebnet nan aber den.HMfirariiikel S miltelst der Formel 

und Dinmit, waa offeBbar vef stattet i»t, den Winkel S ao, «lais 

0 < |< 90», 
W» < 5 < 180% 

tnro* < 5 < 360« 

iat» jenaebden 
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dr— jr, poiillr ^<>-yi potitiv, 

Of'^a:^ neg^ativ und y — y, positiv, 
a: — JH^ negativ und y — uegativ, 
ae^äfi positiv uod y^ffi negativ 

ist» so l^ano id völliger AllgemeiDheit 

gesetzt werden. Auch iiann man auf vier verschiedene Arten 
als die dritte Seite eiaes Dreieclis beredmea , in welehem die bei- 
den andern Seiten und der von deoselben eingeselilosseae Winicel 
gegeben sind.« 

. §. ö. 

/ 

I 

Wir wollen nun wieder zu den vier Gteielinngen 35) des er- 
sten Grades, aof deren Auflösung bekanntlich die ganze vorberge» 
bende Auflösung unserer Aufgabe beruhet, zurückkehren. 

Zieht man zuvörderst die zweite dieser vier Gleichungen von 
der ersten, die dritte von der zweiten, die vierte von der dritten 
( ab, so erhält man die drei folgenden hloss noch die unbekannten 
GrSssen up^ — vui, entbulenden Gleicbnngen» 

(cot o — cot «,) (uvy — f;«,) \ 

— (a cot a — cot a,)f, ) 

(cot «1 cot «i) («r, — f/Wj) 1 

— {fix cot ttg — 0, cot a,)fr, ' 
(cot a,~cot a,) f«», — vu^ i 

— («, cot ar, cot a,) t^i I 
6ind nqn überbaupt 

drei Gleichungen des ersten Grades zwischen den drei unbekannten 
Grössen % ä\ bo ist bekanntlicb 
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- H- 81,(586 , - » . 6)' 

>1itteUt (lieser Forjneln erhält mau, weua ' 

^ Z 

gesettt wird, ans den obigen Gleichungen ohne Sehwierigkeit 

) N= «cota J coto. -|-(«r,— «i) cot a, -f- (a,— a, )cot a, | 

— «r,€Ota| |(»,—ii,)eot«H-(«,— «)<Jota, «,)eet«,( 
ÄjCottta ff,)cota-|-(4r,— «)cotat-|-(#— «,)cota,t 

— a.cota, — «a)cota-i-(flr, — «)cota,-H(«— a,)coto,| 

oder, wie hiernna ferner leiekt folgt: 

62) JV = (a— flf,) cot « cot a, 

«i) cot a cot 
+ c«t a cot a, 

+ (<jr, — «j) (»—«,) cot a, cot 

-f- («r, — flTj) («'g — ») cot u, cot o, 
' -i-(a,— a,)(a — «i) cot a, cot a,. 

Ferner crgiebt lieh leicht 

63) Z, ==— i«cota|(«,~«,)»,»-h(«,-«J«,»-h(4r,— Ä,)*,'! 

+4«, cot«, «)««»-f-(«— «.)«t*t 

Weil nnn aber nach 20) . 

— a.) + — -^ (flr, — aa) a.» 

SS — (in, ^ w,) — w,) (ar, -.•!), 

t - + («« — «»• 

(a, — «,) 4- («, — aj flr» » (« -7 »») ' 
es — «,) (ff» («, — .9)» 
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4»l 

(a. a» ^ ») a, » -H (» — «,) flf, » 

=±: — (• — — «) 
bt^ M ilt * « 

— («,-^«,) cot 

tf, cot a, 

* — — cot a,. 

I 

Weiler ergiebt sieb nacli einigen ieicbten Rednctionen • 

* « 

65) Z^=i\(a — «fy)(a^ — H-«fj) cot cot 

H--2(flr — a^){a^ — «r, ) («r, -l-a,) cot a cot ce, 
— a,)(«i — «äf») («1 -hfi'a) cot a cot a, 
-l-i(«i—«a) (•—«») («-*-«.) eot a, «ot a. 
+ i(«t— «)(«,-!-«) cot a, cot «. 
+ — — cotxt, cot a,. 

Eben so ieieht «rbttit mh 

66) Z,=— ^cota |(flr, + ff, )«,'-f-(«j— 

-Hicot |(«r,— 0,)a? + (ff|*-«)«r»'.-h («— 

— 4cüt «, }(a, - a.) *• + -^ä) a, • + (« - »,) a.M 

- ^- jcot «, Ka»'— + (ff, «r] * 4- — «,) a,> 1^ 

vad folglich anf gans äbnlicbe, Art wie oben 

67) Z, = J(ff, — — «^») («^3 — cot a 
— — «JC«»» — ff,) (ff. —.ff) cot 

— «,) («I — «,) («, — «) cot a, 
. — — «,)(ff, — a,)(ff, — ff) cot «,. 

Führt man nun endlich die g-cfundcnen Wertbe von uv^ — 
ff, t/j in eine, etwa in die erste der tUeicliungen 35) ein, so er- 
hält man nacb einigen keine Schwierigkeit darbietenden Reduc-^ 
tioneo: 

68) Z=s«r,«,(« — «i)(tf» — ar«) cot o cot 
+ a,a«(a*«ra)(a, — «,) cot a cot 
-+-ff ,ff,(ff— ff,) {ffi — ffj) cot a cot «, 

-|-^/rtr,(flr, — — ^^^^ cot C6, 

«ff, («4 —ff,) (ff, — ff) cot a,, cot a, 
+ ara|(ar,~«a)(a— Hl) cot cot a,. 

Uebrigens kano^ man, wie leicht erhellen wird, auch 

TheUlV. 
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.«.Sf«:-«^) («, — «f , ) cot « cot «, 

H-2(a— «,) («i — «r») cot o cot «, 
-|-2(«,— cot a, cot a, 

«.)(«•— «) cot a, cot a, 

+ «0 «» 

70) Z = 2a,«.(a — »,) cot « cot 

+ 2a,«i,(«— «.) cot a.cot a, 

«r«) cot a cot a, 
+ cot a, cot 

-H2«»,(»,— — cot a, cot a, 

. -4-2<Mr,(at— ««je»— «•> cot a, cot a„ 

71) Z, t=a(«,— »2)K— «•) 

Hh#,(Ä-^»i)(«i— «» 

— —«,)(««-•) cot oi. 

. 7a).Zg=(*— ^-«t) cot « cot «1 

, «,)(«,— »i) cot a cot 

+ if,)K— «t)(«i+«s) cot a cot ü, 

-«.) «•* »1 CO* «• 

cota,*cot a, 

-f-(«.— a,)(a— flr,)(«-+TaJ cot a, cot a„ 

73) Z, = («,-«^,) cot a 

— (ff— flfj) — cot a, 
-§-(«— »i) cot «, 

■etxco, welche Formeln die leichteste Berechnung der Gcöaicn 



oder 

gestatten dürften. 



% Zx 



f.1 

Wenn wir jctst wieder «, «, , «„ «. die IW* nicht üherrtei- 
gedleii Winkel 
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bezeicknen lassen, so baben wir nach 21) die vier folgenden Glei- 
chnogen: 

(«, — «») ^tota-^ — ar) eo^fl^ i -I- («^ «i) A» »» 

(«1 — flr,)A cot« -f- («»—:«) Ai coto, ^i) At cota, 

Ai cot«! -4-(<ar, — «I ) A» cot «, — a,)At cot«, 

= — («1 (»t 

und kSooen nnt iii Mem Falto eiiier jeden dieaerWier Glei|6hnngen 
ala eiaer Prüfungsgleicbung für die Richtigkeit der.jnuiseo gerahr- 
teil Recfaiinng bedienen, waa ianaer Ton besonderer Wicbtigkeit iat 

#.8. 

• 

Wir wallen bob nacb den im yorhergehenden entwrckeltett 
Formeln, um deren Anwendang au zeigen,' ein Beispiel berechnen, 
Vnd wollen dub«*i annehmen, dass man sich, um von dem Puniite 
Jlf, Af^, 3f^ durch den Punkt S zu dem Punkte zu ge- 

langen, immer nach derselben Richtung bewegen müsse, nach wei- 
cher nan sich bewegen niuss, um ?on den |NMitiTen Theite der 
Aze der of durch den rechten Winkel ' hindurch an dem posi* 
tiven Theile der Axe der ^ zu gelangen. 
' Sind nun die Ahaeisaen der Pualue 

und die an denielben freaMsaenen, 180* nicht Sberateigendeii 
Winkel . • 

SmSi^ ßMgS^y SM^Sif SM^8^ 

respective . n 

+ 2, 3i 4-5, 64 -t-O, 9, -+-15, 7 

i^ad 

9d«.3y, TS-aiK, •0».54; 45«.56') 

80 hat man unter der gemachten V oraussetziing im Folgenden immer 

'm = 2,3 md a =99^25' . ^ 

= 5,6 «,=78.10 
a^= 9,9 a, = 60.54 

Iir,=sl5^7 a«s:45.56 

sn letien. ' 

26/ 
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lud 

Zuerst berdclinet nan die folgenden Grössen i 





— 4i 






« + Ä 7,0 


«• 


— m 










— a 






« -f- = 18,0 




— «, 




4,3; 


u% 15,5 








10,1; 




«• 






M; 





log 0 ==: 0,3017278 
log , s 0,1481880 
log S3 0,WS6t52 
log a,= 1,1958997 



log («1 — •) 




0»5185139 


log («j — </) 




0,8808136 


l»g («r» — 




1,12710^8 


log («» — «lj 




0,r>33i6S5 


. log (»1 — «l) 




1,0043214 


log («^1 -r 




0,70342SiO 


log(a-l-«i) 




0,8977271 


]og(irH-#») 




1,0663598 


log + 






l«g(«i 




1,1903317 


lo? K -♦-«») 




1,3283796 


log (». + «,) 




1,4082400 



log (— cot a) = 0,2197097 — 1 
log cot a, '= 0,3212216 — l 
log cot a, s=s 0,74S5876 — 1 
log cot a, = 0,9858484 1 
Man erhält nun leicht 

(a — «j) («, — a,) cot a cot = — 0,665 
(» — — «i) cot a eot SS5+ 7,08d ' 

— «r») cot « cot a, = — 9,250 
(«, — — «,) cot«, coto, =-1- 6,719 
(«i — — cotu, cota, — 15,567 

Gota» cot s=-|- 10,312 
iVss— 1,365 •} 

*) Die Rechnooff ist nach den Formebt 62), 68), 64), 65), 67) bis anf dm 
, Deeimalen geÜ&fart worden. 

I 
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— «iM^i — ** w, = — 103,373 

o cot a«==-f- 622,974 
««) **«s) a, s ^ 512,808 

flr«,(if, <jr,) cot ce, cot 242,639 
giaj^{ai — 0,) — «) cot u, cot «, = — 35/1,161 

— «t) ) CO^ «Ot g, =;-h 132,814 ■ 

Z = + 27,785 

— ia^(a — fri){et2 — fr2)iat — a) cot «i = — '346,M8 
jflra(«--«i)(»i — cot =-i- 1230,504 

-*i0,(«~a^)(a, — «r,)(a,— a) cot «, = — ^819,434 

Z,=+ 16,510 
» 

i(« — -«r,)(0,+«r,) cot a cot a, s — 8,513 
4(« — *«ri)(«3+«ri) cot a cot a, = + '75,463 

^(a — ai)(ai — a^) (oi-^a^) cot « cot u, = — 71,686 
^(«1 — ^s)(^ — <»»J(^H-«fj) cot a, cot tt, == 4- 60,475 
4(«r| — «a) t«t— cot c(| cot a, s= — 94,959 
— «i)(«+ifi) cot«, c ot =r -h /iO,731 

Z,=-H 1,511 
-i(«,—af,)(flf,—flf,) («?,—«,) cota=-* 20,888 

— 5(« — «a) (</2 — «f,) («» — «) cot a, = — 61,878 

i(a-^aj (a,— ») cot a,=Ä+ 124,293 

— 0,) n) cot a, = — 52,193 

Z, = — 10,666 



» Z, 16 



,3Ü5 

16,510 
3ü5 

Z. 1,511 



1,365 

^ ■ — -1- j 

^ = — 20,355 
12,095 
. Cä-- 1,107 
11= + 7,814 



406 

CD^--' 8,659 
^,=^ — (CH-/>)(C~Z^)= -1-39,477 . 

Zur Bestimmung' von v"^ haben wir in diesem Fülie, wo positiv 
ist, nacJi den Obigen die folgenden FormelD: 

taog w t'* = /?, cot ia>. 

log tts 6,3010300 
log (—/?,) = 0,5371802 
0,83§810» 

* * y 

... log ^1 =1,5963441 

log tang =0,2418751 — 1 
a» = — 0«.S4\ 0^,813 

•a> = -~4 . 57 . 0,407 

/ 1,0024350 

log (— cot i«) = I — 100 

( 1,0024250 

log 0,5371802 



log. = 1,5906142 •) 
{log. f^'= 0,7098071 



•.,=-^^==4=0.540. 

Whr bi|beo abo 

/^ = -- t,107 »==±6,307 
•f , =: db 0,540 9, = -h 7,814 

und weil oan bekanntlich 

^»=« — «'it i/i = f — «'i . 



) Um (iic Richtigkeit der Rechnung zu prüfen, könnte^ |n/in ausser 
Z^i cot \ia auch noch «^i?! tang |a> berechnen, wo danü Immar 

' By cot £f, tang ia)> 

(<^ot ^(ü — tang ^0)) 

g cos 4to' — sin aüJ* 

- ' sin ^ii» cos ^01 

*ain «I • 

sein muas. 
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ist; so erfcftltea wir die beidra folgenden 'Anflüenngen «iMrep Anf- 
gftlie: 

Erste AaflSenng. 

Ä? = — 0,561 - y = -4- 14,121 
LÖ53 - y.=-l,50T 

* 

I Zweite Auflösung. 

! ^ = — 1,653 y = + 1,507 

Utt die Richtigkeit der Rechnung zu prüfen, berechne man 
sneret Mitteln der Gleieknngeii U) die Gwikußm An Aai Af ^ 

I ff».— fw.ss-:- 12,095 

- «V, =s*|- 17,972 
4r,fr,s=r-#- 48,758 
= + 77,359 
«,ff. =+m,080 

/i,= 178,908 
/^, = 269,550 

I log A=1»'77Ö1201 

■ ' log Äi = 2,0480765 

log At = 2,2526297 

lag ^^ss%/imm 

(«1 — 4r,) A «=+ 42,884 
I «) Ai cot a,=H- 177,874 

^ — «i) Ai cot a, = -^ 388,610 

A,cot«-|- («,— A» cota ,-!-(«— ) /\,cota, =4 — 107^85^ 
— « J — «,) (< ar,~-ar) =5 ^107,844 

DiATerenz = =5= O^ÖOS 

woraus man sieht, wie genau die erste der vier Prüfung^sgleichun- 
cen 74) erfüUt isf. Auf ähnliche Art könnte mau auch jede andere 
dieser vier Prüfungsgleichnogen eetwiekeln. 
Die Berecbunng der GrSssen 

nnd 

»•» r,, r„ 'r,; r, r,, i',, r', 

so .wie der. EntfernnB^ B der beiden Punkte S nnd i9, Ton einen* 

der nach den im Obigen entwickelten Formeln können wir um so 
eher füglich dem eigenen Fleisse des Lesers überlassen, weil das 
vorher berechnete Beispiel nur die beste Form der Rechnung nu 
zeigen den Zweck hat. 

Weitere Entwickelungen über die hier behandelte und äbu- 
liebe allgemeinere Aufgaben belinlten wir spätem AiifssUzen vor. 
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XLIII. 

Geodätische Aufgabe. 

Von 

Herrn L. Mossbrugger^ 

Lehrer der BAatbeiuatik an der Kantoosschule sa Aaniu 



El tind die relative Luge nod die MeereshSiee 
der beiden Punicte ^ und H (Tnf. VIL Fi^. 9.) gege- 
ben; ferner kennt man den horizontalen WinlKel bei il', 
we I eben die I* r o j o c t i o n p n c\ und mS der i n i e n AS u u d 
BN a u f d er 11 <» r i z o n t a 1 v b c n c cSm mit einander bilden; 
endlich sind uucb d i c Zc n i t Ii d i s t a uze n v o n ^ u nd in 

mithin auch ihre Ergänzungen zu 00** gegeben. Mao 
soll die relati,ve Lnve des Punktes A in Bezug auf Ä 
nud nebst den Höne ndistanzcn finden " ). 

Denken wir eine durch X s^eli>L::te Horiznntalebcue cSm\ 
ferner seien Aac und lim srnkreclit aiit diese Kbene gezogeo; 
endlich sei aP\[cS^ HP\\mS , so wird auch PM senkreclit auf 
cNm und l^ßPA =^ ^m^Sc sein. Ziehen wir nocb aus dem 
Dnrcbschnitt D der Zrinien aP und AN die. Linie D(i\\PN w^A 
verbinden D mit B und ^ mit m, und tetsen der Kurse wegen: 

Ba = a^ Aa-=.hy ljBLPB^L.cSm^y\ 

so reducirt sicli die Aufgabe diibin: Aus den gegebenen Stiickeo 
a, Y die Urdssen y und ^ zu bestiuimcu, woraus sich als- 
dann alles üebrige ergibt. Diesen Annahmen infolge ist 

Ddi^y coaec o, DP=y cotg a, ^A=(A+y) coaee n, 
cA=(4H-y) cotg Oy ßP=y cotg BA=y cosee fi* 



*) Der Herr Verfasser des vorliegenden Aufsatzes schreibt mir bei der 
Uebersendung desselben, dosa ibm die obige Aufgabe Toa dem ebeiu» 
ligen ineussisc In II Ingenieur: Herrn Hauptmann Ali cbaelis bai Gele- 
genbeit der Auliialiino der St. Gottijardssirasse zur Auflö.sinig Torpelegt 
worden sei, Lebriaens wünscbt der Herr Verfasser, dai»s die Aufgabe, 
eben so wie der in No. XXXIV. nritgetbeilte Sats, nur als ^e Uebuogr 
auijgabe fQr ScbSler angeseben werde. G. 
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Ferner ist im Dreiecke DPB 
und !■ Dreiecke BDN 

oder, weDD wir die obigen BezeicbnsDgen gebnucben, to ist 

BD* = i/^ jcotg a«H-cotg 2cot|if a cotg ß cos (1) 
ßD^ = [cosec a*-f-cosec ß* — 2cüsec a cosec./? cos (p\ .... (2) 

Aus (1) uod (2) ÜDdeii wir nach einigen Reductiooen: 
eos 9 SS sin a sin /? + cos a cos ß cos 

Selsen wir .in diesen Ayadrucke ssz tg ^, so ist 

• »in> (tt-»-<y) sin /? „ 

«••9=: TJSTJ .... (J) 

Ferner ist im Dreiecke ABN 

AB* = ^ A » H- Z/iV» — . BN cos y, 

oder, wenn- wir die oben Angegebenen |¥ertbe einfübren: 

«* = (^-i-y)' cosec «'-i-y' cosec /S* 

^ . . — *h y)y cosec a cosec j9 cos 9 

oder 

I 

^* {siii^'+sinctf — Ssinasio/J cosfjpt + ^hy^\Vkß,\^\vLß — sioacosgp^ 

s («* sin a* — cos i»*) sin 

Aus dieser Gleichung finden wir, mit Anwendung folgender gonio- 
melrischeo Relationen: 

COB 9 Z=2C0S — 1, 

siu a* 4- siu /S* — 2sin,a sin/S cos y =4|8iD i(a+/S)* cos ^(a — /Jj* 

— sin a sin ß cos 49' | 
sin sin a cos 9}=2|sin i(a+/9) cosi(a — — sin « cos|9*| 



für y folgenden Werth: 

(tt-f-/?) cos ^(tt — /?) — sin 

siu ß cos ^y ' I 



ÄJsin ^ (tt-f./?) cos ^(tt — jg) — sin <g cos 4 y* 

y — ""21^ cos i(a—^)»— sine 
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V' 



sin a* sin ß* jsin K« -f - cos ^(« — — sin a sin /? cos fy»! 

-f-/t^sin/3' }sin 4(«-f-/3) cos|(a — /?) — sin c cos | 
2|8in (a 4- /3}» cos i{a — sin a sin fcoa ^* | 

Da cos 9) nach No. 3. bestimmt ist, so ist auch der Werth von y 
beillnn^t; nithiB kinocii «oeb «tto Sitttke d«t tM^ck^AAfB mU 
telst der obi|[eo AeDtthnea gefuodeii werden. 



XLIV. 

lieber die AufU^soiig der cubischeii 

Glelchmigen, 

Von den 

Herrn Professor C. A. Bretschn eider 

ia Gotha. 



' Die bisher bekannten Auflösungs weisen der cubiscben Gleicbno' I 
^cn setzen Hämmtlieh eine ganz bestimmte Form der GleichuDg 
vurüUä, indem entweder ein Glied fehlen, oder wenigstcos eine be- 
stimmte Kelution zwisclieu den verschiedenen Coet'ücieuten der ein- 
seinen Glieder atattünden muss, wenn die Endformeln tollen ange- 
wandt werden können. Es bat dies aber den Naebtbetl, does eise 
Kolc^he Auflösung dem Anfanger in der Algebra immer als eine Art 
Kunststück erscheint, das durch Zufall aufgefunden worden ist, und 
deshalb auch vorzugsweise das Gedächtniss in Anspruch nimmt. 
Ganz besonders gilt dies von der sogenannten Cardanisclien Res^tl. 
die noch überdies uo einer solchen Beschränktheit leidet, duss aucli 
niebt einer der Fälle, io denen eine cubiscbe Glelebang- eine no 
mittelbare Angabe ibrer Wnrsefn gestattet, in ibr enthalten iit 
i)ies hat mich veranlasst, eine Ai|fltfsnng zu suchen, die gar keine 
besondere Form der Gleichung verlangt, dabei auf einen moglicb^t 
einlachen Wege gefunden werden kann und die bisher nngegeiu 
neu Lösungen sämmtlicli als speciellc Fälle enthält. Was ich er 
halten habe, scheint wcniffsteus für den Unterricht nicht unbruuci) 
Imr sn aein« weshalb die Mittheilung desselben an diesem Orte sic^ 
wohl retcbtfertigen dfliiliB. 



4H 

Et Ml die . GleidtODg «*-|-«s=sO gegeben, ergiebt «cb 

OBoiittenMii: 4?^ — widün ab einer der iWeitbeili- 

gen Faktoren der vorgegebenen Gteicbung. Die beiden «öderen 

findet ttnn sogleich, wenn ninn «r*+e dmicb (^4- (/e) diridtit; 

Man erhält dadurch a?* — + \/^cc = 0 und daraus die beiden 

3 

anderen iweitbeiligcn Paktoren — i\/e{l •+• und jf — 

fV?)) wo 4=\/^ geaetst ist; lit e negati? , so gehen die 

3 

Vorzeichen vop in die eutgegeagesetzteo über, ohoe dass sich 
in den gefondenen Ansdriicken aonat etwas Soderte, Eine soge- 
nannte reine cobiscbe Gleichung hat deainaeb stets eine reelle nnd 
BW ei iaagiiiare Wurzeln. 

Soll nun die Gleichung j:* + aa:* -f- 6a: -f- c = 0 iiufgelöst 
werden, sq üliersielit mau sofort, dass dies um einfachsten dadurch 
geschehen kann, duss man sie in eine andere von der Fcirm y*-4-c' 
= 0 umformt und letztere auf die so eben ungegebene V^eise lost. 
Ks wird desinacb .fiir jr eine solche Funktion von y gesetit wer^ 
den müssen^ i^elchiB oocb' swci von einander und von y völlig on- 
abbängige Grössen m und p entbält, damit es möglich sei, die Wer-, 
the der letzteren so anzunehmen, dnss dadurch die Coetlicinilen 
von y' nnd y gleich Null werden. Die einfuchste Funktion dieser 

Art ist aberdp=y~;^. Wird diese also in obige Gleiebttog sub- 
atitairt, so erbftit nan: 

0 = y*(v' + «v* -h ^ + 
+ y * C4W -H -f- ff ) 4" ^] Ii- tMW H- ^li H- «} -h de]) 

-f- t/{ff[^uv -f- a{u -f- f) -f- 4- [auv -f- + r) -f- 3cJ) 
4- (i** -i- «Ä* -f- ^» 4- c) 

, und man kat nun m uni v so zu bestimmen, dass die beiden mit- 
telsten Glieder venebwinden. Es gesckiobt -diea .am elnlbekslen 
dndwdi, dnsa man 



0 = «wer + ^(m -f- r) "d- 3« 



oder, was dasselbe ist. 



0 = (Ä-f-a«)-f- «;(flr-4-3«f) = {^-|-a^')-4-i/(/jrH-3tt) | 
es(3i;-i-^) + cr(^.f.aw)=(3c+^cf)+if(^+«t') I 
setzt. Damit erhält man sofort die Werthe; 

= r»(«+3«;)-|-(Ä-4-af ) (t»— w) 
• S5(«4-3&)(t'r-ifr 
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uad auf abDÜelie Weise 

Die tranifomiite Gleichung oimnit daher folgende Gettalt ans 



oder 



0 = y+^ß---. (3) 



Setst MB nan der Kflne b»lb«r m+its=g' ond «r+Svsi*, 
■ö ergeben nch die drei Wetthe' tob y folgeodermMMD: 

• - »^-x • 

y=i.-f-(H.V3)) (4) 

Für deo QuoHenten ^ lassen sich mit Hülfe der. Gleicbuogen («) 
noch folgende Werthe auffltel|en: 

* 

Werden nun .diese Ausdrücke der Reibe nach in die Gleicbuog 

jy=s geseUt, so . erhält man die drei Wnraeln der Torgege- 

beoen enbischen Gleichung. 

Znvörderit ist, wenn man den reellen Werth von y bIbbI^ 
wegen 

— ff) und «f=5|(Ä» — 4f), 

,ttUo auch 

Substitnirt .H|an ferner die imaginären Warthe von nadick 
4j(l=£:«V/3), so bekomeit man 
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Wird ,4«r Brneh nehtor Hud ioi Zahler md Neanw ptt ' 
mnltiptieirt» so erliiUt «tap nacb aiDigen eiDfacheii Redaktionen: 

El bleibt daher mir noeb übrig, die Wertbe von t', ^ und Jk 
durch die Coefncienfen a, 6, e enszadrücken, Ks lol^t ober 
(1), wenn man anr Abkürznog 

3^=7i&, Oc — a^ = OT, ^*-.3atfs=ii 

letst^ iogleiek 

m . n 
tf-|-t^==^ undtrt^=:jp 

und daraus auf bekanote Weise: 



• « = — — 

mitbio: 



3* * W 



— '• ät * 

Bs ergeben aicb damit endlich die Wunelo der Torgelegten Glei- 
chung: 

af= — ia — ip'-\^ 

^ i^^lt 0?-i-y)-|-(y — y>V3, 

— — t*-t"T' 2 ^ (7) 

^ = — t^-rir«''' 2 ^ ) 

wo die Grüssen p and g durch folgende Gleichungen beidnunt 
werden: 

S«tzt man statt es, » die entsprecheuden Wevthe, ao verwan* 

deit sich : . . 

2e(2ai +3M=!=3l/«t« — 4ifi&) 
5=:Ä»(«>— 4Ä)+|3|/3^k'27ö»7r8i^.c-H 
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Auidrücke^ weloli« in ^ipielM« IHImi «il Mltstn geWmnclii wcr« 
ilen kftnoeD. Man kaoo ab«r aniter den in (7) sntaniniaiiffettclltei 
Wertben der Wonelk Mck eine s«eite Reibe toleher Vl^rtfae er- 

hultcD, wcDD man anstett x den Werth ^ . in die vorgege- 
bene Gleichung substituirt, oder^ was kürzer ist, nach den Fornelo 
(7) die Worseln der Gieicbiing x^^-^^ 

•ucht, io welcher «,s5 ^ ist* Man erhült ouf dieae Weise noch 
die Anidräeke: 



;^ S£_ 

WO Pi ond f I ans den naebitebenden Gleiebnngen gefunden werden: 



oder aneb ^(10) 

Die in (8) nod (10) zusammengestellten Wertbe tod f9 und 7, so 

wie von ;/, und sind stets reell, so lange -^hnk positiv ist 
Haben datier n und k ungleiche Vorzeichen, so hat die Gleichung 
immer nur eine reelle uuii zwei imaginäre Wurzeln. Dasselbe ist 
der Kail, wenn u und k gleiche Vurzeichen besitzen und überdiess 
kmk ist. Wird hingegen iu diesem Falle «•* <C ^nk , su er- 
■cbeinen alle drei Wnrzeln unter imaginärer Form, obnchon sie 
dann alle drei reell werden, wovon man sieb angenblicklich über- 
neugt, wenn man die Werthe voll und ^, nach dem bias* 

mischen f^olirsatze entwickelt. Denn dann heben sieb die mit i bc* 
hafteten Glieder sämmtiich auf. Im Allgemeiuen hat also die Giei* 
chuDg nur eine reelle Wurzel, wenn 

27c* + km*e + 4d* > + 18sr^, 

und drei reelle Wurzeio, wenn 

270» +4«y4-4^' <«*^' + VMe 

ist. — Nachdem auf diese Weise die nilgemeinen Werthe der sänoit- 
liehen Wurzeln gefunden worden sind, so ist es nunmehr leicht, 
eine Reihe specieller Lösuu^en aus ihnen abzuleiten » von deoeo 
ein Tbeil auch bereits hek.miiit ist* 
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Fall I. Bs lei m=0, 

¥ 

' Die GlcicbnDgeB {t) bis (10) geben uanitlelber: 



V* 



• e 



Die Wertbe von p und ^ sind reell, weoo c* -I- >" 0, imnfi^inär, 
weoD H- ,V^« <: 0 ist. Die Gleichung ^• + ^^-Hc = 0 hat 
also Dur eine reelle Wurzel, wenn 6 positiv, oder wenn If negativ, 
jedoch >- ^V*' »st. Dagegen hesitzt sie drei reelle Wurzeln, 
wenn d negativ und zugleich c'^C^V^* , , « 

Die FormeJo (U) bilden die sogenannte €ardaniiche For. 
mel. Sie icann zur Anflösung aller cnbiaeben Gleichungen dienen, 
da ^« H- aa:* -+- + i? s» 0 meb atets anf die Form -f- Bi/ 
-4-C=0 bringen läsat» wenn man a?==:y— 4« setzt. Es wird 
dann 

oder mit den oben gebrancbten Bezeicbnungen: 

C= ,V»^ i«i = 41 « 

Fall%. Ea8ei^=0. 
Für diesen Fall erbält man die Wertbe der Wnraeln: 

== — i« — 9^' ) 



s 



s ^ 



,(13) 
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iogleichen 



Die Wertlie von p jin<l ^ sind reell oder imaginär, je nachdem 
c-H aV«* positiv oder neealiv ist. Die Glcirliuncr -f- <7jr* 
= 0 liut dulier im ersten Fülle nur eine reelle VVurzel, im zwei- 
ten dngeffcn drei. 

Die Formeln (13) und (Ii) bilden ^ewisserm.iassen die ümkch- 
rung der Carduuischen Formeln, und können gleicbfalls zur Auflö- 
sung aller cubisclien Gleichungen gebraucht werden, indem die 
Gleichung; a;' -i- ffa:"* + ^.2: + c = 0 sieb immer auf die Form 
y' + ..t/y* -H C= 0 bring en lässt. Es gescbieht dies, wenn man 
x-=.y — |(i3F+ \/«' — Zb) setzt, und man erhält: 

^ , 2(«= — 3/y) {a -f- — 3/y) — 3aÄ 

C — cH ^ , 

Ausdrücke, uie denen des ersten Falles an Bequemlichkeit freilich 
nachstehen, jedenfalls aber dann mit Vortbeil gebraucht werdeo 
können, wenn — 3ä eine Quadrutzahl ist. 

Ausser den hislicr gemachten beiden Annabmcn kÖnncir aber 
noch mebrcrc einzelne speciclle Fälle entwickelt werden, die eben- 
falls zu allgemeinen Auflösun&reo für die cubisclien Gleichunc^en 
sich braueben lassen. Die drei wiclitigsten derselben bieten sich 
fast unmittelbar dar, indem man in den Gleicbungen (8) und (10) 
successiv k gleich Null setzt. Man erhält dadurch die nach- 

stehenden Formeln, in denen jedoch immer nur diejenige der bei- 
den Wurzelformen (7) und (9) in Anwendung gebracht worden ist, 
welche im Resultate die grösste Einfachheit gewährt. 

Fall 3. Es sei «» — 3^ = ^ = 0. 



In diesem Falle wird 3/*= — am und in (7) p^=,Zm^ ^'=0, 
iw = 9c — und daher 

> 

ar = — > — V^<; — Vt»* 
^ =- «(H-/|/3) Vc — ,V«' 1 ^^^^ 

Die Gleichung oc* -4- aac'^ + \a}a: + c = 0 hat daher stets nur 
eine reelle Wurzel. 
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Fall 4. £& sei —^ac=n = fi. 



Man erhält hier «.rs — ^it, ;i,»=3«»c, ^,«sO, mitliio ge- 
ben die Forneln (9) 



/ 

J. 



(16) 



Es hat also die Gleichunsr ;r> + l^^lö^. ^ + ^=:Oirleich 

falls nur eioe reelle WuneL . ° 

« 

Fall 5. Es fei ^^a6±sm=ii. 

Hier ist ji = --^X. uoU — 4isXrs=4.|^^*. Damii -erhält 
ans (7) ' 

> ) (17) 

logleiclieo ergiebt sieb aus (9): 

^ — — T • i " ' 



Demnach hat die Gloicliunpr .r' + aa:"^ + -f. stete 
eine reelle Wurzel, wenn & positiv ist, 'und drei, weim^ iie|ra> 
tiv ist. ^ 



TImUIV. 



27 
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Fall 6. Es sei. c — aöz=zQ. 

Ilior wird iw = 8«Ä, p^za^VU^ ^ = a^VU, mid difcer 

uacU (7) 

* =+\/^| (19) 

Demnach hat die Gleichung ^» + a'.z-' + = 0 stets eine 
oder drei reelle Wurselo, je peeUdem ^ poaitiv oder uegativ 

. Fall 7. Es sei «»-4^ = 0. 
Die Gleiehangen (7) geben liier die speeldllen .Werth«: 

Demnach hat die Cloichuns: .r» H- «r-r» -h J/jr*^ + c = 0 nur eine 
reelle Wurzel, wenn entwJMier c positiv und c >• Vi«%/»<ler wenn 
c negativ und c<i-^^a^ ist. lu dcu eutgegeugcsetzten Fällen kom- 
meo ihr drei reelle VVurzelu xu. 

Fall 8. Es sei — 4«ri;=0. 
Die Formelo (9) und (10) geben für diesen Fall: 

^ c. 

g 

• (P 

t 

Hiernach besitzt die Gleichung a?» -f- + c = 0 nw 

eine nder drei reelle Wnrzelo, je nachdem >• Vi^* o4ü 
c»<^^» ist. 
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Es lohnt Diclit der Milbe, noeb «nderweiten speciellen Lösnn« 
gMl naclizutrachten, <la die hier gegebenen ziemlicb die einfuchsten 
Resnltate liefern. Die beiden zuletzt erwähnten Fälle werden durch 
die besondere Form der in (8) und (10) gegebenea Enduusdrücke 
dargeboten. ■ ^ ' • ". 

Jeder aber der iin Timt«lkeiideti aufgefaliffte« FiUle bietet eioe 
•IlgeiBeiDe AaflSsang der cubisebeo CS]eii£nngen dar, weon es mög^ 
lieb ist die GleichtlDg -4- ^>ur * + + = 0 so lunzirfbraieii« 
dass die Coefücienten der neuen GltMcliung den Bedingungen ent- 
sprechen, welclie der zu (irUnde gelegte F'hU verlangt, ^fietzt mau 
in foratebender Gleichung ^ = y>|r«, so gebt dieselbe über in 

3,'+y'(3»-|-a)-f-y(3*»-ha«»-M)) _ . . , 



and man kana nun s so bestimmen, dass irgend eine vorgeschrie* 
bene Bedingung dadurch erfüllt wird. Setzt man 3s-f-«=0 oder 
3»' Hh 2flr:s -4- ^ = 0, so bekommt man dip schon in Fall 1. und 2. 
erwähnte Cardanisclie Auflösung sammt der mit ihr zusammenhan- 
genden inverseo. Will man den dritten ä{ieciellen Füll zu Grunde 
legen, so mnsa der Bedingung *3i^s=:0 genügt werden, d, b. 
es nast 

(3s + a)' SS 3(a«* + 2arx + ^) 

sein.- Die Eotwickelong giebt aber nur die Form — 3^ = 0, 
indem % sich auf beiden Seiten vollständig lieht, mithin kann der 
Fall 3. einer allgemeinen Auflösung nicht zu Grunde gelegt wer- 
den, wenigstens nicht, so lange man für :c keine andere Substi- 
tution macht. , , " . 

Um deo vierten Fall in einer allgeiheioeQ AnflSaung zu er-, 
weitem, nnaa man ß^'-^ZAC, d. b. 

(3a » -h 2a» -H = 3(3» + a) (« » -f- «a ' + -i- c) 

aelieD. Bieraaa folgt nacb geböriger Entwickelong: 



oder 



* — » ■ ,/ H ; — ?r = 0 

a* — 3ifr a^-^Uf 



und daber' 

* 



Ba ist di^s die Auflösung, welche Cockle ?oc z^^^ Jahren bekannt 

Semaebt and der Herausgeber dieses Journales im ersten Bande 
essciben mitgetheilt hat. 

Die Anwendung des fünften Falles zu einer allgemeinen Aul- 
lösuDg der cubischen (jleichungen Yerlaogt, dass ^Czr^AB oder 

+a»»-h ^sH**«) s (3s (3«> H«2M-^d) 

.27» 
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1 

1 rv- t> . • I T • 1 . 9r — alf m 

gesetzt werde. Die Kntwickelung ß;iebt s = ^^^.^ __ öl' 

initliin einen recht ejuf^chcu W^rih dieser Grösse « aus welckea 

sofort ' . . 



2k ' ^= iJi— 



folgt. Ba wfirde daher, wenn nan statt der Cardanischen Foroiel 
irgend eine andere wählen wollte, die vorstcbende eine ganz be- 
sondere Berücksicbtigung' verdienen. Der sechste Fall erfordert} 
w^no er Terallgemeinert werden soU^ daA C^Aß^ also 

Ä« + = (3*4-«) (3«» -i-2flr«-H<^) 

sein mnss. Die Eotwiekelnng- gicbt jedoeh die Gleiehnng: 

verlana^t also aberuials die I^ösung^ einer cubiscliea Gleichuns^ uud 
wird dadurch, wenigstens bei der angewendeten diubstitutioo , zu 
einer VerallgemeiDemog oiabranchbar. 
' Der siebente Fall würde erfordern, dass ji*=4JB oder 

sei. Die Entwickelung giebt 
also' 

^ = — 21/^«»— 3A 

eine AnflSsnng, die ganz brauchbar ist, wenn l/'«*— 3^ eine ra- 
tionale ^abl ist. 

Der achte Fall endlieh yerlangt, dass ^^4^ Coder. 

(3Ä»-f-2«a+^)» = 4(3«H-«J(Ä»-4-a*»-|-^«-4-£?) , 

sein soll. Entwickelt giebt dieser Ausdruck die Gleiehnng*: 

3«« -f.4«»' + 12c« — — 4ac) SS 0 

die gar voin vierten Grade ist, so dass also dieser Fall eine \er- 
allgcmeioerung gleichfalls nicht zulässt. 

Das Vorstehende zei^t, dass es weiter Iceine grosse Sdiwte» 
rigkeit hat, neue Auflüsun^sAvrisen der cubisehen GleicbunareB anf« 
zufinden. Soll jedoch die Wurzel einer unreinen cubisehen Glei- 
chung wirklich berechnet werden, so möchte' die folgende Methode 
allen anderen vorzuziehen sein. 

Man verwandele die Gleit huiij^ a:* -\-aa:' -\-lf:r~^c z=i) durcli 
die Substitution — ja in eine andere von der.Form. y^-^B^ 
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c 

•f^^sO,' setze daon pss\/B . so ergiebt sich *'.+^+^p72r 

ssO, eine Gleichung, fBr welclie sich nittelst eiaer Tafel der Cn- 
biksslilen die Wirzet fast obne Rechnung auf die fünf ersten Zif- 
fern finden lissL Bs wird auch sehr einlach sein, fär die Warthe 
fon 

C (9g— 1^(3// - a*) 



BS/B (SA— 0«)V^S(S^.a*) 

eine Tafel zu berechnen, mittelst welcher man die zu dieser Grösse 

Sehörigen Wertbe von » unmittelbar findet. Vielleicht finde ich in 
er Folge Zeit, eine solche Tafel zu berechnen. 



3ÜLV. 

lieber eine wesentliche Yerallgemeinerung des 
Problems von den, den Kegelscbniltten ein- 

oder umgeschriebenen Polygonen. « 

Von 

Herrn Fr. Seydewitz, 

Oberlehrer am Gj'maasium zu Heiligenstadt. 



Die allgemeinste Form, welche das bezeichnete Prohiera zuletzt 
erhalten hat, ist hekauntiich: a) In einen gegebenen Kegelschnitt 
ein /»-E)ck zu beschreiben, dessen Seiten in gegebener Ordnung 
durch n gegebene i*unkte geheu; fj) um einen g^^'g^^^t^cn Kegel- 
schnitt ein fs»Seit an heschreiben, dessen Edten'in gegebener Ord- 
nung auf k gegebenen Geraden liegen. 

In Laufe einer STstematisclicn Darstellhng der sogenannten In- 
volutionen als eigenthümlicher Beziehungen projectivischer Gebilde 
auf einander begegnete ich eiuem Princip. durch welches nicht nur 
die innere Natur der ubigen, sondern auch die einer weit allgemei- 
nereo Doppelaufgabe vollständig aufgehellt wird. Und hierbei über- 
raschte mich die Benerknug^ dass zwei Aufgaben, welche beide von 
den Alten ans fiherliefert worden nnd wie Iceine das Interesse der 
Neueren io Anspruch genommen liaben, nämlich die in Rede ste- 
hende des Pappus und die Tactionen des Apollonius, beide, wie- 
wohl in ihrer ursprünglichen Gestalt gana verschieden von einander. 
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nach einer Reihe von Verwandlungen in einer Weise eich darstei- 
len , (lass man versucht wird, sie lUc die Modifikationen einer und 
derselbeij Aussuge zu liulten. 

Um mich kurz zu fassen, werde ich micli auf Steiner's Ab- 
k&uffigkeit geometrischer Gcstalteu u. s. w, und aut'art. 418 
und424de8TrBit^de8 propri^t^s prujeetiveades flgures?OB 
Poncelet berufen. Ausserdem bemerke ieh, daes zwei auf einander 
gelegte projectivische Gerade so wie zwei concentriscbe pro* 

jectivische ebene Strahibüschel B, involutoriscb lieisseo. 

■ ' wenn dort die beiden Durchschnitte der Farallelstrahlen sich in 
/ ^ einein Punkte vereinigen, hier die ungleichnamigen Schenkel der 

entsprechenden rechten Winkel zusammenfallen; ferner dass, wie 
mbn sieh ans 16. des Steiner'schen Werkes leicht itberzeugen 
* wird, hei zwei involutorischen Gebilden ui, oder iff, i?, je zwei 

entsprechende Elemente sich in doppeltem Sinne entsprechen, d. Ii. 
dass jedem Elemente, wenn es nach einander als beiden Gebildeu 
• angehöricf hetraolitet wird, in dein jedesmaligen andern Gebilde ciu 

und dasselbe iJemeut entspricht; und dass umgekehrt zwei aut ein- 
ander gelegte oder conceutrische projecttvische Gebilde involutoriscli 
dnd, wenn ein einziges Elementenpaar sieh in doppelten Sinne 
entspricht. Auch soll der Kürze wegen die Bigenschaft, dass zwei 
Gebilde, z. B. A^y in Ansehung der entsprechenden Elementen- 
.paare a, I», c» ^ • • • • und ai, 1»,^ bt • • • • projectivisck sind, .durcli 

A(a, t), c, b ....) = -4j(a,, b,, c,, ...,), 

sowie, dass sie in Ansehung derselben- als angeordneter Elcmeo- 
tenpaare iovolitfmisch sind, «lurck 

\ ♦ 

I 

fccieiehnet werden. 



a) Gehen durch einen heliehijren Punkt in der Khene eines 
Kegelschnittes /i zwei beliebige Gerode B^B\^ a,a, , welche den 
letzteren in den Ptinkten B ß\y tti, a, schneiden^ zieht mau die 
• Gera<len /i,a,, B'^a^'t B^a^. ^'ivt, oder «r,, a\ ; «r,, a^, die sich 
paarweis«; in a',. a', schneiden, und verbindet die Punkte a', 
durch eine (ieradc A; legt man sodann durch //^ beliebig viele 
Strahlen C|, welche den Kegelschnitt iu b|, C|. b| .... 

und die Gerade.^ in V,, c',, b\ .. w schneiden, verbindet die letz- 
teren Punkte mit B\ durch die Strahlen c\, d' ^ welche 
K in hs, C3. .... schneiden, diese wieder mit durch b^^ r^. 
. //- ..... welche die A in b'n^ b'j l^nd diese mit /?', durch 

(f^ welche A' in b,, C,, b, .... schneiden; und ver- 

biudet endlich auch diese Punkte mit B^ durch die Strahlen 
c,, so ist erstens, wegen des perspectivischeo Durchschnit- 

tea A 
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und zweüens wegen des KegekeMttef JT, naeb-Abb. geomet 
<>eet §. 38» lU. tecbts: 

also nuck, wenn mtin die Strahlen </, , ^, , rr, , .... ursprünsflich 
eioem Striihibiisrhel JS^, und die Strahlen «r,, 6^, r/, . . . . nebst 
flr,(oder «r, ), r,, r/, . • .. einen^ mit ü, eonceDtrUclien Strablbll- 
schel nngehürig betfacbtet, ilaoD aber die c«» i^, •••• 

cbeat'alle au reebnett 

^ dl Cn, fl^, , r 

Hier aber sind die Strablen a^i*«, in doppeltem Sioae entspreckend, 
also gilt dosselbe von je zwei entaprecbenden Strablen, d. b. die 
Strahlen <^,,r,, .... sind mit den Strahlen nnd folg- 

lich die Punkte ba,C„ •••• nit den Punkten boCnbi iden* 
tiscb. 

Nach einem hokaiinten Satze schneiden nun die Diagonalen 
a,a3, b.b^, C,C2, bib,.... der vuilstandi^en Vierseite a^a\a^a\y 
hj/^b^l/^^ c^c\c^c\^ d^d\d^d\ .... die allen gemeinscbaftliebe 
Diagonale BiB*\ in eine« Punkte, welcber der vierte barmoniiche 
zu JS,fB\ und dem Durcbscbnitte, von und ^, einer eben- 

falls gemcinschaftiiclicn Diügonale, und zwar d^'r dem letzteren zQ- 
i::eordnete Punkt ist; also geben die ersteren sämmtlicb durch einen 
und denselben Punkt /^(. 

Hieraus schliesüt man sofort, da die Punkte /'i, Ai, b|, Ci, 
bi . .*• dorebaas beliebig nnd von einander anabbängig sind, dass, 
wenn durcb einen beliebigen Punkt. 9, die Geraden ttia, , ^tb», 
CiC., b,b, .... beliebig gezogen nnd sodann um einen beliebigen 
Puni^t (ß^B^) auf dem Cmfanc^e von K die Strahlen «r,, 
i#i • . • • a»» c», </,.... bestimm^ werden, die Beziehung 

^iiflli • • . • ^Zi ^3' ) 

= 6^, c,, ^1 . • • • Ölt cfi • • « •) 

stattfiDden lauaa. 

Ferner: da der Punkt durch zwei Gerade 0(0«, (,b, ge- 
geben, und da das ganze System entsprechender Elemeutenpaare 
zweier projectiviscbeu Gebilde Zf,, i^3 bestimmt ist, wenn drei die- 
stT Paare «r,, Ä,. f/,,-^ /r,, Ä^, beliebig gestehen sind, d. b. im 
hier betrachteten Kalle zwei beliebige Paar« zugeordneter Elemente 
01) ^li «r,, ^a, so uiu:is sieb der vorige Scbluss auch umkehren 
lassen. 

6) Setzt man in «) uberall, wo von Punkten und Geradeui 
Punkten auf dem Umfansi^c von /i', Verbindungslinien zweier Punkte, 

Durchschnitten zweier Geraden, Durchschnitten einer Geraden und" 
des Kegelschnitts, projecti\ Ischen Slr<ililbüscheln , pcrspectivischem 
Durchschnitt die Uede ist. rtsp. Gerade nnd Punkte, Tangenten 
an A^, Durchschnitte zweier Geraden, Verbinduoi^sliDien zweier • 
Punkte, Tangenten von einem Punkte an den R^technitt, pro- 
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ieeüf itehe Gerade, Projectienapiokt, ned berqcluiehtigt Abh. geon. 
Gest. §. 38. III. links, so ergiebt ii^b die reebto Seil» des fotgen- 
feo Lebriateee: 



S ä Dl m 1 1 i c h e u u k t c n [) a <i r e , 
in welchen ein beliebiger 
KcKelöchtiitt von einem be- 
llebiffeii' ebenen Strahlbü- 
■ebelgeichnitten wird, be- 
stimmen, wenn sie mit einem 
beliebis^en Punkte seines 
U m f a D g e s tl u r c b Gerade ver- 
bunden werden, die zuge- 
ordneten Strablenpaare 
zweier involnteriseber 
Strablbaecbel; 



Die säinnitlicben Tangen- 
ten paare, welche von den 
Punkten einer beliebigen 
Geradeil all einen beliebi- 
gen Kegelschnitt gezoff^n 
werden, schneiden eine be- 
liebige andere Tangente 
desselben in denzugeordue- 
teu Punktenpaare u zweier 
involutoriscber Geraden; 



und nmgekebrt: 



Liegt der gemeinachattli- 
elre Mtttelpnnkt cw*eier in- 
Tolutorischer Strahl bttscbel 
auf dem Umfange eines Ke- 

gelschuitts, so gehen alle 
Sehnen desselben, welche 
durch die z u g e o r d n e i e n 
Strablenpaare der ersteren 
bestimmt werden, durch ei- 
nen nnd denselben Punkt. 



Liegen auf einer Tangente 
eines Eeyelsebnittes swei 
involutorisebe Gerade, so 
Hegen die Durchschnitts* 

punkte aller Tangenten- 
paare, welclie von den zu- 
geordneten Puuktenpaaren 
der ersteren an den Kegel- 
schnitt gezogen werden, 
auf einer geraden Linie. 



Anmerkung 1. Die involutorischen Gebilde zerfallen in zwei 
wesentlich verschiedene Klassen: entweder sind die beiden Gebilde 
ungleichliegend, und dann tuli^cu je zwei zugeordnete Elemente 
'Unmittelbar auf einander, oder sie sind gleicimegend , und daan 
wechseln die Elemente jedes Paares -mit denen der anderen Paare 
ab. Im ersten Falle giebt es allemal zwei Elemente (Uauptpunjcte, 
flauptstrahlen ) , welche mit je zwei zugeordneten harmonisch sind, 
im /weiten giebt es deren niemals. In a) tritt der erste und zweite 
Fall ein, jenaclideui der Punkt p i ausserhalb oder innerhalb A 
liegt, und in 6}, jenacbdem die Gerade P den Kegelschnitt schnei- 
det oder nieht. 

Anmerkung 2. Denkt man* sich links in der Umkehrung den 
besonderen Fall einer Involution von lauter rechten Winkeln, so 
erhält man einen längst bekannten Satz. 

Anmerkung 3. Das hier Gesagte giebt zugleich über die 
innere Natur der Kigenschaften der liannonischen Pole nud Pola- 
ren, von welcher in §.45. des Steiucr'scbeu Werkes auüeutend ge- 
sprochen wird, nftheren- Anfschlnss. 



Es ist ein beliebiger Kegelscbuitc und in der l£bene 
desselben sind 
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n beliebige Puukte gege- 
ben; in den erstcren ein ein- 
faebes «i-Eck zu beschrei- 
ben, 4eiaeii Seiten in gege- 
bener Ordnung dnrcb 4>e 
gegebenen Punkte geben. 

E» sei der Kegelscbnitt iT und der Reihe nacb 



n beliebige GtinidG gege- 
ben; um deo ersteren ein 
einfaches h - Seit, zu be- 
scbreiben, dessen Eeken in 
gegebener Ordnung auf d.en 
gegebenen Geraden liegen« 



die Fuaktep^,p^,p^,,..pi,p^+l 
• ••*pn gegeben. Man d^nke sieh 
durch einen beliebigen dieser 
Paukte, ^. B. durch p^, unzählige 
Gerade gelegt, welche K in den 
Punktenpaaren a . , a, ; b ^ , ; C ^ , 
Ca) ^2 • * • • schneiden, sudanti 
einen Punkt jedes Paares, z. ß. 
A29^t>c»f ^2 «««M de» anf p^ 
iblffenden Punkte p^ dnrcb Cle- 
raoe verbunden, welche K snm 
zweitenmal in a,, C«* bs . . . . 
schneiden, dann wieder diese letz- 
teren Punkte mit durch Ge- 
rade, welche Ji. in a4,^4,C4,t4.... 
nebneiden, n. s. f. die Punkte a^t, 
hk% tk^^k mit pki die Punkte 

«*-H) CA-M,biH-lM" mit PM. •"•» 

endlich die Punkte O/i, i>/t, Cff,b«i.... 
mit dem letzten gegebeneu l^unkte 
pn verbunden^ wodurch man die 
Punkte an+i, Wi» Ci,+i, Wi • • • • 
erfallt. Ferner deoke man sieb 
an einen beliebigeu Punkt auf 
dem Umfange von als gemein- 
schaftlichen Mittolpunkt, n -f- 1 
iStrulilenbüschel , , ß^, .... 

^/,, ßk+x iff«, ßn-\-\ gebildet, 

deren Strahlen a^yh^^c^^d^ 

^A^l« Ml bni Cm^ ; 

iarji.4.1, ^«+1, Cn+ii 'A/-4-1 • • • • nach 
den irleicbnamiufct) und gleichmar- 
kirteii Punkten des rnitunges von 
gerichtet sind, so sinU, dem 
Satze links des §. 1. zufolge, je 
zwei dieser Strablbftschel, welcbe 
uu mittel bar auf einander folgen, 
z. B. ßk, ßk-\-\) in Ansehung der 
zugeordneten Stralilenpaarc «rx, 
^X, //x .... und ^//.-4-i. il-yt-i-i.aH-l» 
^/x-i-i.... iuvulutorisch; folglich 
sind auch der erste und der letzte 
Htrabibäscbel i?,« 4i-ki in Anse 
liung. der entsprechenden Strablen 



die Geraden , /*, .... /'a, 
Pk^x . . . . gegeben. Man denke 
sieb von iinaäbllgen Punkten ei- 
ner beliebigen dieser Geraden, 
z. ß. der an AT die Tangen- 
tenpaare flTa; ^3 ; 

, f/^ .... gezogen, sodann von 
den Funkten, wo allemal die eine 
dieser Tangenten, z. S. ir„ 
«r«) «f« die auf folgende 
Gerade P, schneidet, die neuen 

Tangenten «,,^,,^3, ^/ , dann 

wieder von den Durchschnitts- 
punkten der letzteren mit die 
Tangeuten 47 z^«, c«, «/«....j u.s. f.- 
von den Durebscbnlttspunkten der 
Tangenten mt^ ikt ck^ »km,„ mit iV» 
der 6k+.i^ ei^u •••• mit 
/**-«••••» endlich der ani^n,c„y 
f/f,..., mit der Ictzlcu gegebenen 
Geraden /*„ die Taugeuteu «^,4.1, 
In+i, Oi+i, ^A+i Ferner denke 
man sich töngs einer beliebigen 
andern Tangente ^ -f- 1 £ende 

auf einander gelegt, welche 
von jenen Tangenten in den 
gieicimainigeii und gleicbmarkir- 
ten Punkten a,, b,, C| 7 bi 

^2, c,, a,, b^, c«) ^«....i aii> 
W> tk$ b«.... ; o^t» bi^) €M> 

Aji, b») C|(, b« • • • •) Qji-f>l> 

iw-f-i, Cn-M, geschnitten 

werden, so sin<l, dem Satze rechts 
des §. 1. zut"oli»e, je zwei dieser 
Geraden, weiche unmittelbar auf- 
einander folgen, z. B. Jky^k-k-U 
in Ansehuiii^ der zugeordneten 
Punktenpaure <U»BA,€ft, b/t..«. und 
a^M-h ^it-M, W+i, bAH-i .... i n vol uto- 
risch; folglich sind auch die er- 
ste und die letzte Gerade A^, 
jin+i in Ansehung der entspre* 
cheoden Punktenpaare a,,bi,C|, 
b, .... und aj|.M,bj«-|.i,c«^iibN+i.... 
projectiviseb (Siteiaer« f.ll. 111^)/ 
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^t, ^^i, «Ii und 
Tfl+i, //n+i .... pcojectivisch (Stei- 
ner. f. 11. III.). - fttiuiD (^i «n+i) 
ieiD StimbI, in weleheM ticli zwei 
coteprecheDd^ e,, ^«t^-i vereinigen, 
SQ enspriclit ilemselbeD ein Punkt 
(C,e/H-l)) wolrlicr zum Ausu^ung^s* 
punkte Ci der Punkteoreihe e,, 
e^^eg.... eit, e^+i geoonaen, mit 



den Icttteo Pnnlice eiH-t xiiMm 
menfäUt. Die Stralilbüschcl //,, 
i^n+i aber sind durch drei beli«- 
bii;e ibrer enUurecbenden Strab- 
len|>aare «r,^ 6,, c, und «r^i, 
^1,4.1, c„+i vüllkommen bestimmt. 
Atao ist die Aufgabe gelöst, wf nn 
naii auf die oben aogegebene Art, 
von drei beliebigen Punkten a,. 
6,,Ci ausp^ehend, die Punktenrci- 
hl n a,,a2, a, .... a«, cIa+i; t>r»^2* 

b j .... bn» b/r-f-j ? Ci^C5,Cj....C/i, 

Ca+i bildet, die Puukte a,,b,, Ci 
aad dn+i» bn+i« Cn+i mit einem 
beliebigen fvmkte (fffB^+i) des 
rmfangea von äC dnreb die Strab. 

len «7,,^,,Ci und /T/r+i, *^/,+i,rÄ4-i 
verbindet, und. in<icm man sirii 
zwei Strahlbüscbei l^m-t-i v^r- 
stellt, die io Aosebun*^ dieser drei, 
als entspreeheader Strablenpaare 
projectivtsch siml, diejenigen zwei 
Strahlen (ö,o»4-i). 
Htruirt, in deren jedem sieb zwei 
entsprecbeiidc vereinigen (Steiner. 
§. 17. II.). Näiiilitli jeder der 
Punkte (e,c«+ij, (f,{«+i>, wo diese 
Strahlen den Kegetscbaiit aebnei- 
den, ist die mit p, zu verbindende 
Kcke eines der Aufgabe geoügen- 
deo Polygons. 

Annierkunj^ 1. Lässt mau bei der liildung der Punkten- und 
der Tangenteoreilien a,, a,. a, .... a«, a^+u o») ....«nt ««-4-1 
n. 8. w. a,««, <|ie Stelle von ai,ar, vertraten, um sofort letstera 
auf Pt^Pi zu bezieben, so ändert diese nicbts im Reanüate, weil 

die Cicliildc //,, /f.^, //ff+i; A A^, A ^ .... A„,An+\ 

nicbt nur |irojectivi!)cli , sondern invalutoriscb sind, tulgltcb, wenn 
z. B. die Strahlen beide zu 77, gerecimet werden, ihnen io 

Ifj die Mtrahlen a,,«/, entsprechen müssen; die Strahlbüscbel Z^n 
B^^t bleiben also identisch dieselben, nur erscheinen an ihrer Be» 
sCiaiaiung ein, zwei oder drei audere ihrer Strahlennaore gegeben. 

Anmerkung 2. Aus dem eben Bemerkten lolgt, dass die 
Aufgabe links und recbtn höchstens zweier Auflösungen fähig ist. 
Liegt ein etoavger der gcgebeueu m Punkte fn, ausscrUttlU A, so 



Ist nun (e,eM^i) ein Punkt, in 
weli^hem sich zwei entsprechende 
e,ei»4-i vereinigen, so entspricht 
d e m se i bea tineu'angente em^% 
welche nur ersten «|-der Tangen* 

tenreihe 6», , ^, .... en^i ge- 
wäliit, mit der letzten Taugente 
e„+\ zusammenfällt. Die Geraden 
, An+i aber sind durch drei 
beliebige - ihrer entspreehendea 
Punlctenpaare a,»bMC, und a»44, 
bü+i. C/i+i vüllkommen bestimsit. 
Also Ut die Aufgabe gelöst, wenn 
man aut die oben bezeichnete 
Weise, von drei beliebigen Tan>. 
geoten ausgehend, dis 

Tangentenrciheu. «1, er,, 0, .... 

c,,r3,r, . . . . e*/,, bildet, sieb 
läuiis einer beliebiiren andern 
Tangente f^/,, A„+\) zwei pro- 
jeclivische lierade A„+i auf 
einander gelegt denkt, welche 
von den Tangenten ai|,^t»tf, nad 
a„^i. 6„^u ^iH-t in entsprechen» 
den Punktenpaaren a,,b|,c, uod 
a„-f.i, b«-n. C/,4.1 geschnitten wer- 
den, und diejenigen ^wei Punkte 
i^ii^H-t-ijf (h, fit+i) construirt, is 
deren jedem sich swei entapre- 
chende vereinigen (Steiner. §.17. 
II.). Nanlich jede der Tangen- 
ten (/,,/«4-i), welche 
von diesen Punkten ausgehen, ist 
die durcli /*^ begrenzte Seile 
einet der Au i gäbe genügenden 
Polygons. 
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dei^ gegebeneD Pnolcte ans- 
•erbalb des KegeUcbnitteB 
liegt; und sie bat entweder 

zwei, oder nur eine oder 
keine Aufii)suug', wenn Uus 
Gegeotlieil stattfiodet. 
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erzeup:t er, wie gesagt, ungleipliliegende SlraliibüscLel 
und dadurch müssen aucli /f, . UügU>icliiieg;eHii werden. Wird 

dagegen zwisclien If\ und //a+i die Lage der Gebilde 2, 4, 0.... mal 
ufligekebrt, so siad i^,, Bn+i aotbweodig gleichtiegead. Dasselbe 
gilt Yon Jl^fjit^i» Vergleicht man hiermit Steiner, f. 16. II«, so. 
folgt: - I 

Die Aofgabe liat allemal xw.ei AuflÖsungeu, ivean 
eine angerade Anzahl * 

der gegebenen Geraden den 
Regelsebiiitt durchschnei- 
det; und sie hat entwede^r 

zwei, üder nur eine oder 

keine A n t'l iisu n jSf , wenn das 
Gegcntkeil ä.tatttin d et. ^ 

Anmerkung 3. Fuhrt man die Constmction der Punkte 
(eifiH-i)) (fif«+i)i sowie der Tuogeoteo (e.en^i), wirklich 
aus, so zeigt es sieb, dass mau der Struiilbiiächel Smi+i und 
der Geraden , y/„4-i gar nicht bedarf. \ ieliWelir hat man links 
nur die Geraden a,b«+i und a^-4-il>,, die sich in t?o , und die Gera- 
den a,C;(-t-i und ä/i-i-iCi f die sich iu Cq schneiden, und sofort die 
Gerade boC« zu-2ieh«n, so scLoeidet sie /k in den g^nauutea Punk- 
ten} und rechts hat man den Durchschnitt der Tangenten a^yd^^i 
idit dem der Tangenten iTjh-I) ' durcli eine (•erade und den 
Durchschnitt der Tangenten sri»riH-t Bit dem der Tangenten «n+w 
c^ durch eine Gerade zu verbinden, so ist der I)urch.schnitt von 
l^oi^o zugleich der der erstgenauuteu Tuugeutea. (Vgl. l'oncelet 
Traile art. 500 uud 501.) 



♦.3. . 

«) Hat ein beliebiger Kep^elscbnitt A' uäi cliiein andern belie- 
bigen Kejjelschniite eine reelle (»der ideale dü|)[)elte iJeriiliriinp:. 
und es schneidet eine beliebige Tangente des zweiten den ertiteren 
iB den Pilnkten JGT,, , , was aber nur dann möglich ist, wenn 
entweder von A umseblossen wird, oder wenn ß[ den ausser« 
lieh bei'Uhrt, ohne ihn zu amschliesscn ; wird aussi rdem ÜT von be- 
liebio: v'reien andel'en Tangenten dj-s J*^ in den l*nnkten|>aarcn a,, 
ftt» Im^>2; Ci^Cj? ^11^2 geschnitten, wo die l*unkte b,.C, 

. . . . 1 ) ii b e r e i n s t i in m e n d mit drn INmktcn (i,, b,, C,, b, .... 
liegen mu^^seu , 2) aber nach eiueriei oder nach entgegengesetzter 
Richtung auf dem- Umfange von K zu, nehmen sind /je nachdem 
P, innerhalb oder ausserhalb Hl liec^t, und sieht mau die Geraden 
ß,a,,n,Ci,.B\a,,/J\a,', ^,b,. Zf.b,, Ä',b„ i»'.b,; iT.c,, £r,c„ 
if'jC,, B\c^ \ ^ib,, /^iba» ^ ib,. /^'iba — «der fl'j, 

, ^ 1 ' 2 i r, , r.,. f', , f'j ; ^Z, , f/., , , , , ; so weiss man aus 

Poucelel's Traite art. 424, dass entweder die Durdisciinitte der 
8trahleD|iaare a , ; d^^d\ oder der anderen «r,, 

b^^0\ \ c^^c\ \ d^,d\ auf der Berubrungssehne A beider Ke* 
geUchnitte liegen inüsseo* £& sei das Letatere <for Fall, und man 
denke sich die strahlen 0|, </] •«.« einem SIruhUitiscbcl 

und die Strahlen ü^t c^^ .... einem mit ii^ cpnccntriscbeo 
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Strablbüschel angehörig', su ist erstens wegen des perspectivi- 
sehen Durchschnitts A 

und zweitens wegen des Kegelschnittes K 
also auch 

Und umgekehrt: bildet man um einen beliebigen Punkt {B^B^) 
eines Kegelschnittes A" zwei concentrische projectivische ^trahibü- 
schel B^, , , so umhüllen die Sehnen des ^rsteren a^^a, , &|t>a* 
CiC,« welche zunächst von drei bestimmten ihrer entsprechenden 
SStruhlenpaare a,,<z.^; d^] c^sC^ begrenzt werden, vier Kegel- 
schnitte, deren jeder K doppelt berührt (Poncelet. art. 424). Die 
Tnngcntenschaaren dieser vier Kegelschnitte bestimmen, indem sie 
K durchschneiden, vier Paar concentrische projectivische Strablbü> 
schel Byy Z^j, welche, wiewohl jedes die Stmhlen «r,, ä,, 

9 ^3 enthält, durchaus von einander verschieden sein müsseo. 
Diese Verschiedenheit aber ist nur möglich, wenn je zwei Strahlen 
ö'tjflTj verschieden unter Z?,, B^ vertheilt werden, wobei z. B. dem 
Zf, entweder die drei Strahlen oder a^^b^^c^ oder a,, 

c^ oder at,, zufallen. Also ist nothwendig eines dieser 

vier Paar Strahlbüschcl mit dem von uns angenommenen identisch. 

6) Durch dieselben Schlüsse wie in a) und durch dasselbe Ver- 
fahren wie in §. 1. b) wird man sich von der linken Seite des fol« 
genden Satzes überzeugen: 



Haben zwei beliebige 
eine reelle oder ideale d 
stimmen 

die sämmtlichen Punkten- 
paare, in welchen die Tan- 
genten des einen den ande- 
ren durchschneiden, wenn 
sie mit einem beliebigen 
Punkte auf dem Umfange 
des letzteren durch Gerade 
verbunden werden, die ent- 
sprechenden Strahleupanre 
zweier concentriscber prct- 
jectivischer Strahlbüschcl; 



Kegelschnitte mit einander 
oppclte Ucrüht'ung, so be« 

die sämmtlichen Tangen* 
tenpaare, welche von den 
Punkten auf dem Umfange 
des einen an den anderen 
gezogen weVden, auf einer 
beliebigen anderen Tan- 
gente des letzteren die ent- 
sprechenden Punktenpaare 
zweier aufeinandergelegter 
projectivischer Geraden; 



und umgekehrt: 



1] i 1 d e t man um einen b e 1 i e • 
bigen Punkt auf dem Um- 
fange eines Kegelschnittes 
zwcicuuceutrischeprojecti- 
vische S trahl büschel , so 



Legt man längs einer belie- 
bigen Tangente eines Ke- 
gelschnittes zwei projecti- 
vische Gerade aufeinander, 
so liegen die Durchschnitte 
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umbülleii die SclincD dieses 
Kegelscli oi tte s , welche 
durch die enttprechendeD 
8tr«hleDp«are begrenzt 
werden, eioen zweiten Ke- 
gelschnitt, welcher den er- 
Bteren doppelt berührt 



der Tancrentenpaare, wel- 
che von den entsprec Ii enden 
Pub kten paaren an den 'Ke- 
gelschnitt ffexogen werden, 
iivf dem Umfange eines zwei- 
ten Kegelschnitts, welcher 
den ersteren doppelt be- 
rührt. 



Anaerkanff. Baben.die beiden Gebilde oder^i,y^, 
Eleneate e,/oder Cf'f, in denen sieb zwei eutsprechende vereini« 
gen, «o bentimmeii diese rcsp. die gemeinschaftlichen Funkte oder 

' Tongenten, und somit die Beriihrungssehne oder den Berührungspol 
lier beiden Kegelschnitte. Also haben diese letzteren allemal einen 
reellen Contuct, wenn die Gebilde oder A^^ ungleich* 

liegend sind. • 



§. 4. 

Es ist ein beliebiger Ke|^elsebnitt nnd aasserde« 
sind n beliebige Kegelsebnittei welche den ersteren' 
doppelt berühren, gegeben; 

um den ersteren ein einfa- 
ches M-Seit zu beschreiben, 

dessen Kcken in gegebener- 
Ordnung auf den Umfangen 
der letztereu liegen. 



in den ersteren ein einfa- 
ches «-Eclc zu beschreiben, 
dessen Seiten in gegebener 
Ordnung die letzteren be- 
rühren. 



IMe hier behufs der Anflilsnnff nnznstellende Betrachtung stimmt 
beiderseits mit der in f«2 nngestelTten fibel«in, nur dass hier die Ver* 
bindnugslinien der Pnntcte tti, 0«, a 0«, a/,+i u. s. w«, statt durch 

gegebene Punkte zu gehen, gegebene Kegelschnitte f?,, Z?,,/?, .... 
Pn, berühren, sowie dass die Uurchs< linitte der Tangenten «t,, 
rt',,, rtr„+i auf den ümtängen gegebener Kegelschnitte y'^ , /'j, 
/'g ....//i, statt ai|f gegebenen Geraden liegen, und dass von jeder 
Ecke <li^ so zwei Bcken (U^-i, sowie ron jeder Tangente au zu 
zwei Tangenten ah¥\ Hhergegangen werden Icann, deren Walil 'nur 
bei der Bildung der ersten Punktenreihe ai. a. a . ... On, a^+i oder 
Tangentenreibe rr^^fr^^fr^ .... an. ftn-^\ beliebig, bei der Bildung 
der übrigen, von b,, C,, b| • ... oder , r, , .... ausgehenden aber 
dadurch vollkommen bestimmt ist, dass die Gebilde Z^^, oder 
Ati A/i+i allemal gleich- oder nugleichliegend werden müssen, je- 
nachdem der Kegelschnitt /n oder Pk den ÜT innerlich oder Kusser- 
lich berührt. 

Anmerkung 1. Da also der Ecke a, zwei Kcken a,, jeder 
Ecke zwei Ecken a, u. s. f. folgen können^ so müssen der Ecke 
a,2'* Ecken ä„-^\, und dem Strablbüscbel /?, 2" projectivische Strahl- 
büschel lin-i-u und ebenso der Gcradca A^'Z" projectivische Gerade 
u4„^i entsprechen. Jede Combination des Bi oder A^ mit einem 
^«44 oder AtUi liefert zwm Potygone von einerlei Art, welche 
die Bedingungen der Aufgabe befriedigen; also ist dieselbe Im All- 
gemeinen einer Anzahl von '2"-^^ Auflösungen fähig. Statt eines 
oder mehrerer, z. B. es, Kegelschnitte oder können auch, 
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was aus §. 1. und §. 2. uumiitelbar erhellet^ /// Punkte oder Gerade 
beliebig gegeben sein, und deoB redncirt sich die Anzahl der mögli- 
eben Auflösungen nut' 

• Aomerknng 2. Ferner läset sich hier, wie in §. 2. Aua. 2. 
darthun, dass diese 2»+i Auflösungen alle Wirklich stutthabeu, weuu 
eine ungerade Anzahl iler Kcgplschnitte ....pn oder P^ .... 
den K äusserlicli berühren, und dass sie nur im cntgegengescUileB 
■Falle säinmtlicb oder zum Tbeil illusorisch werdeu köuoen. 

Aimerkung 3. Besondere Fälle treten ein, wenn ein Kreis. 
JT« m mit K concentriscfae Kreise und m — m Punkte oder Gerade 
gegeben sind. Sehr leicht und für den Unterricht ganz besonders 
auMemfifehlen ist die erste der folgenden Doppelau^aben; 



Aufgaben für Schüler. 
'1. Es sind m coneentrisebe Kreise und 



ein Punkt beliebig gege- 
ben; in den grössten Kreis 

ein M-Fck zii beschreiben, 

dessen Seiton in getrpliencT 
O r d u n g: di e Ii h r i c n K r c i s e 
berühren und wovon die 
letzte durch den <reg ebenen 
Pnnkt,gebt. 



eine Gerade beliebig gege- 
beo$ um den kleisTsten Kreis 
ein i»-2ü}eit zu besebreiben, 

dcsgen Ecken in gegebener 
Ordnung auf den Umfängen 
der übrigen Kreise und, die 
letzte, auf der g.egebeDeii 
Geraden liegen. 



_ i 

2. Es sin4 M-l-l coneentrisebe Kreise und 



n — m Punkte beliebig ge- 
geben; iuden grössten Kreis 
ein ü-Eck zu beschreiben, 
von welchem m Seiten in 
gcgebeucrürdnuiief dieübri- 

fen Kreise berühren, und 
ie Übrigen n — ns Seiten in 
gegebener Ordnung dnrcb 
dijB gegebenen Punkte ge- 
ben. 



n — m Gerade beliebig ge- 

e:eben, um den kleinsten 
Kreis ein n-Seitzubeschre i- 
hen, von welchem m Kcken 
in gegebener Ordnuug auf 
den Umfangen der übrigen 
Kreise» und die übrigen 
m — m Ecken in gegebener 
Ordnung auf den gegebenen 
Geraden liegen. . 



Anmerkung \. Denken wir uns in der allgemeinen Aufijabe 
nur 3 Kegelschnitte z^,,/;,, gegeben, und statt des Ecks oder 
IS -SeitS' einen Kegelschnitt gesucht, der dem JTeiDgescbrieben oder 
umscbrieben sein, d. h. ihn doppelt berühren, und die drei andern 
einfach berühren soll, eine Operatioui welche freilich noch des lei- 
tenden Principes ermangelt, so gelangen wir aus dem Gebiete des 
Pappusschen Problems in das eines andern, von welchem ich in 
einer, Neite 108 der \o. VII. des literarischen Berichts angezeigten 
Abhandlung nachgewiesen habe, dass es die Tactionen des Apollo- 
nius in ihrer allgemeinsten und wesentlichsten Form darstellt 
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XLTI. 

m 

EntwickeluDg einer sehr brauchbaren Reihe. 

• Vou 

Herrn Doctor O. Schlömilch * 

zu Weimar. 



MMB folg«B4e sirei Inlegrmle 

Bit d«r F»rdeniDg gpegeben, den Quotieoteo derselbeo «of 

ir^^end eine Weise zu eDtwickelu. 

Der Datürlickste Weg, welcher sieb zur Lösung dieser Aufgabe 
darbietet, ist 4er» (1 — je^y^ in (1 — or«)/' (1 — %m 'lerlegeo 
und das zweite Biaoa ia eine Reibe so TenvMflelB, deren eiozelBe 
Glieder integrirt und dann durrli f[p) dividirt: wcorde». ^BeieicboeD 
wir die BinomialkoeffizieoteD des Exponenten ^ mit «/o, ^j,^,, u.s. %v. 
und die Grösse 1 — as^ m\t X, so ergiebt sieb necb des obigen 
Verfabreo: 

Ap) . 

Bs konst 'ilao noeb deranf aa, die Wertbe der Quotieatea 

M bestieiMea. Der ante kt = 1, die aadera finden neb labr leicbt 

auf fblgcndem Wege. 

£iAe bekanote Radnktio|i8fonBel eagt: 

fiir 
ist 



43-2 

J ^^^^^ — (m + np)b (m -fc. np)l»J 

* 

Nehmen wir « = 1, /y = — 1, so geht das vorstehende X in unser 
früheres über; nehmen wir ferner ;r = l, ^:=0 lind beaerken, 
dass Xi^i sich för annnllirt, so wird 

Daraus erhält man, für « = » -f- 1> 2» 4- 1 u. s. w. der Reihe nach 

« 

also : 

fl^P^d^ ^ 1.(1 -^n)' 

J^XPdof («9»-*-« + 2» 4-1)' 

Das Gesetz dieser Zahlen ist leiclit zu erkennen. Bezeiclraet näm- 
Hell ^ irgend einen dieser dnotienten, so «iad di« Daehstfolgend^n 

+ ^Ä-H «XiJ H- 2«}» ' • ^* 

Führen wir jetzt die gefundenen VVertbe in die Gleichung (2) ein, 
80 wird 



• • • • 



Unsere Aufgabe ist aber noch einer ganz anderen Ansicht fähig. 

: Vermittelst der Euler'schen Integral« »weiter Art kennt aiaa 
nänlicb den Werth des Integrales - 

woranf sieb für y=:^ ergiebt: ^ 
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and für den tpeciellen «Fall 



Ii 

Hiernacli lassen sich die Werthe der Inte^rrale (1) leiclit nngeben 
indem man einmal o=;»+lj dann a=:/> + ^4-l nimmt, Daun 
wird 

I 



• ••• 



uod durch Vergleichung mit Formel (3) 

^ « 

Diese Gleichnnpr gn'^ granz heliebige ;i, ^ un)l »>0, und liefert 
je nach den speciellen Wertheo dieser Grössen bemerkenawertlie 

Resultate, wie folgende Beispiele zeigen werden. 

1) Nimmt man n=\, q gauz und positiv, so erhält man 
UDter der Bemerkung, dass für jedes gauze positive «s 

iat, 

P j_ . T . 2 

oder, I» — 1 ßr |i gesetit: 

t 1 1.2 

wobei die Reihe eine endliche ist. 

2) Für flr==--.l giebt die Gleichung (4) unter der Bemerkunffi 
daM hf jedes /*, r(/* -f- 1) = /i*r(/*) ist : ' 

TMl IT» 
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1^ ' . 

1 ■ ^ , 1.(1 4-^) 

worin p und n ganz beliebig aiDd. - 

• Für n^—,p = ß — a — 1 folgt daraus: 

ß — l 1 j. iL -L «^«-f-^) ^ c(<r-f-l)(ff-f .2) ' ^ 

» - 

3) Wir uelimeD 2;, ^ ganz uud positiv, n=z2. Vermöge der 
bekatidfen EigeniebftR der GammafaiilcttÖDeD, dass 

rim + i)=s jj* yn 

ist, ergiebt sich Dach leichter Reduktion: 



_ JL. „ . 1.3 



oder // — 1 für pesefzt: 



y(p +i)(p^g)»>«>0»+y— 1) 



2;}(;>H--2)(P-i-^)....(;»-f--^y— ' 

1 1.3 

— ^«^aspH-i^* "*"l^-f.i>(i^4-*>^» — .... 



(7) 



4) Nclimen Tcir wieder //, ganz and positiF» abw i^asev— .f, 
WO m ganz uod positiv i&t. so ergiebt sieb: 

•••• (2 p -f- 1) n 
1 1.3 ' 

=(«-r¥)o — +(9^^))(^+5) — i)« — • • • 

I. B. für «1 = 0, «s=l: 

- . • • 

= (— i)o — 2?9 + S^~"*^*"*" (2;» -1-3) (2p -1-5) ^""*)» — • • • • 



. 3.5.7....(2;?H- 1) . 1 V . • 

^ 2.4.6....(2p) ^ >-|-2' 2 
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Von den beiden letzten Gleichungen lässt sich noch eine elegante 
Anwendung machen. 

Denkt^ man sich nämlich die Zahl p von bedeutender Grösse, 
so kann m^n 

S 5 



etc. 



2p 2p -h 7 

durch r— ! — r ersetzen. In diesem Falle wird die Reihe auf der 
ip-i-s 

rechten Seite der Gleichung (9) 

(- i)o - (- i). (ä^-j) + (- (ö—/ — •• 

deren Summe gleich ist 



(1 L_)-* = 1/?^_^J 

Wir haben daher aus (9) für ein sehr grosses p nähernngsweise: 

2; 2;)-l-l U.3.5....(2;> — ly K 2;;-+.2* ^ ' 
Ebenso leicht ergicbt sich aus (10): 

Beide Gleichungen sind um so richtiger, je grösser p genomrae i 
wird, tür unendliche p fallen sie mit den Ausdrücken (9) und (10) 
zusammen. 

Einige der spezielleren Reihen unter don obigen sind schon 
bekannt, ohne dass ihre gemeinschufUiche Quelle (i) bemerkt wor- 
den ist. Die Naherungstormel (12) giebt ohne Beweis Euler in 
der Correspondance math^matique et physique de quel» 
liies c^lebres g^ometres du XVlll^'"* siecle.... St. P^- 
Lersbourg. 1843. Tome I. p. 47. 
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XLVII. 

Entwickelung der höheren Integrale von 

\o%x.dx^ nebst einer Anwendung auf 
die Süuimirung einer Reihe. 

VoD den 

Herrn Schulamtscaiulidaten F. Arndt 

SU Greif«wald. 



^Das ernte Intra^al von log jcd^ findet »All nooiitteltor, . 
nan auf dasselbe die allgemeinste Reduciinnsforoiel anwendet; deu 

es ist ^^og .rite =: log .'cJ*dx—^^^(Ue^sz»\^%x — 

wo c die willkiihrliclie Constantc hezeiclinef. Die Bestimmung des 

zweiten lutegrais kommt iiiernach auf die des Integrals J log j:dx 

snrttck, welcbes ebenfalls durch parliculare Integration g-efundcs 

t^ird, indem ^ « log «il^Tslog a: J* xdoff — ^Sßd» = 

\x* log jp— -J^' ^ ' <*8r ^'^^ = i** log" ^ — i^p' « -I- 
wo r, die neue willkülirlicke Constante. Gebt man diese Ent- 
wickelung aufmerksam durch» nnd setzt sie noch weiter fort, m 

■lebt man i daps die Bestimmnng von j^'^ log wd» lediglich aif 

die von ^x"^ log acäjs zurückkommt» indem m eine positive ganze 
Zahl ist. 

Nun ist ^af^ log xdoß = log at^x^dx — ^ ~ ^ae^dx 

= — JS^ijt ■+■ coMt. Wendet man diese Formel wie- 

derholt an, so entsteht nach und nacfi, wenn wir allgemeii 
^ log xdne durch /» bezeichnen : 

/i s/r log d?— ^-hc 

/ x"^ logg : 3a:* 
» — 2 "H T" *i 

-'. — -273 (sTIJi -2""*"*«^+^« 

etc. 
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Daher ist allgemeiu 
♦ 

iodem , c,, .... r«— i die m wilikülirüctieo Constanteu sind, 

uod pn eio vbn ^ miabbäogiger Coefficient Ut, auf dessen Bestini- 
muDg- es lediglicb ankoiiiait Ich integrire die Gleicbnog 1. noeb 
einmal, ond erhalte: 

^ , dr"-4-ilogj: |1.2.3....w-f-(yf~|~l);?/i|d:«»4-l ^ gj:*» 

■ • («-1-1)1» 

~" 1.2^(114.1) 1 1 .2^{u^ll\ » ^ 1 ^ -t- ^n- 

Somit haben wir die Relation == (iii+l)/?i»+ 1 .2.3..;.», 
oder es ist 



1.2...,.Jt';^(1.2.^ii)» "*"K^(ii-I)'*'1.-.(«-2)*'*^'"''^ 1 

und dabei ist |^t=:l und ^ ^ 

4. — (it-f.l);iA=:i.2.3\...^ 

Ua nun aber ji,2....(iM.i)|» ~" |1.2..m(A+1)|»~"1.2..«A.(^1)» 
Steilen wir also den Ausdruck 3. nnter der Form dar: 

^ •^''=-T:::nr-y»^''+ i.^(«-i) »^'^-*— x--*-^«-*' 

so haben wir zur Bestimmung von die Relationen: 

— _JL_ 



^ 1 , 

u. s. w. • . , 

Dividirt man die erste dieser Gleicliungen durch (/:-f-2)(AM-3).... 
(/r-4-ju), die zweite durch (Xr-|-3) (i(:-h4),,..(ife+^) etc., und ad- 
liir^ dann aUe zu einander, so wird 
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t t 

oder für kz^X : 
•der 

Daher wird endlicli 



Die CoDBtoDten sind so lange willkübrlicli, all niclit angegeben ut, 
swiscben welchen Grenzen die Integrale genoiiimen werden sollen. 

Wir wollen nun sehen, wus aus den roitstnnteu wird, weon 
alle luteg^rule für a:=i verschwinden, indem dieser Fall deshalb 
eyier bcsondero Beachtung werth ist, weil er uus zur ^uuiinirung 
einer Reihe fuhren wird. 

Nebiaen wir also das Integral 7. zwiaehen den Grrnien 1 nnd 
Off 90 wird 

c , f i_ , gü-e . _ 1 

wenn wir + + durch JSn bezeichnen« oder fiir 

nnd ebenso 

• * II, S. W, I 

MalHidieirt man diese GleidiuDgen der Reihe nach mit 1. — «i, 
— ^^'9 vnd addirt sie nach der Mnitipllcalioo tm eiBander, 
so wird 



■ I 
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-Hyit«.— — ^>»— etc. Hh(— 1)«-2»«-2| 

NuD behaupte ich, es sei 

a i««—«p,(»—l)«.-f-ii,(i»—2)to— !•»(«— 3)«+etc.=0. 

Denn man findet leicht 

' «,(» — 2)„i = Um(n — m)^ ' 
»«(in-- 3)m= ««n(i»— iwj, 

folglich ist obi2:p Summe — (« — »f),+(« — — (» — ot}«..** 
±(»— — = z. b. w. 

Somit verscbwiüden die CoeflicieDteu vuu 2 in 

obiger Relation, und es wird. 

also nach dem Obige.a ^ * ^ % 

, nnd €7=^1* , 

Dennach ist ' ' 

N 



1.2 * !....(«— 2) 



1,2.3 * 3) 

1.2.3..M(ii-lJ '1 

l,2.3.4.,..i« ' ♦ 

wenn die Integrale /, , , /, .... so bestimmt sind, dass sie für 
a?=l sämmtlick verscbwinden. 

Geht man nun Ton der bekaftnten Grandreihe aus: 

l_Ä^.j<l«Ä)a-|-Kl-*)'-l-4(l-*)*-*-—=- lö«*». 
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Wtlche für jedes positive x convergirt, das die Einheit nicht üher- 
steigtj und inteQ:rirt »mal hintereinander, so ui, da alle lategrale 
für x=:l verscbwindeD, nach Ii: 



(I— «)«H-1 (1 — x)n^ (I — %)««4-l 



etc. 



u. s. w. 
—-»1 JE«— l + • . . • 



1 



oder wenn map 1 — % = setzt: 



12. 



in inf. 



1 • !....(«— 1) 

1.2 • 2J 



1.2.3MMi| 



0 



Der absolnte Werth von «darf bier die Eioheit nicht fiberiteigen. 
Für = 1- wird 



13. 



1 



1 



1 



1.2....(n-|-l) 2.3....(M+2) ^ 3.4..»(n+3) 



+ ia int 
i.2.3....fi J 
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XLYUL 

EntwickeluDg der Functionen 

*■ « 

cos na^ ^ j sin na; 
cos ^ cos 

in Reiben, die nach den Potenzen von tang a; 
anfeteigen, mit Uttlfe des Maciaurinscben 

Theorems. 

Von dem 

Herim Schulamts-Candidaten F. Arndt 

zu Greifsw4ld. 



Zufolflfe des M aciaurinscIieD Lehrsatzes muss man , um ^ 

sin 7U7 

■■d ^^j-^ in R«ibeo» die. nach den Potenzen von faqg a: fort« 

•clireiten, zn eotwiekeln, diese Grössen als Fnnetionen Ton tanj^ a: 
lietraeliten , nod ihre höhern Differentialquotienten nach jener Ver- 

Xnderliclieii bestimmen; 
Man «etze also: 

- % cos Tfo: 

Um diese Function nach tan^ a: zu differeozüreo , eotwickele 
man zuerst ilireu Difierentialquotieiiten nach und muitiplirire - 
denselben mit dem Dift'erentialquotienteo von o; nach tang a;^ d. h. 
mit cos or^, so erhält man 

o -f//* \ sin {n—l)ap 

2. /Xtang or) == - « . cos a:?-* ' 

Differeaziirt ^an diese Function auf dieselbe Weise nach taog or, 
so wird 

Da diese Fanotion wieder dieselbe Fonn wie die Function 1. . 
angenommen hat, so wird man, /^^(tang oc) zu fioden, in % n — 2 
für n setzen, und das Resultat mit — ie(is— 1) multipliciren; da- 
durch wird 
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4. nuog *) =M— 1) (— 2) . '4^^. 



Ferner wird man, diese Gleichung- nach tang" zu dilferenzü- 
ren, in 3. u — 2 für /s srtzea, uod das Resultat mit — m{m — 1) 
multiplicirea; dadurch wird 

' 6. //»'(raog = -(.- 1) (*-2) («- 3) . 

- Alf diem Weise kua w»m iMaer weiter fortt^r^n, nad er- 
Ult «llgeaeia 

Sin 77*zr 

Behandelt m^n dieFnnction 9p(tang or) = auf ganz äks* 

liebe Art, so eptstekt 

8. y«(taDg*)=(-l)*.<,(<.-l)....(»_a*+l) . 

Nun luuss man die Wertbe bestimmeD, welche diese Dififeren- 
tialqnotieoteo fiir. tun^ ar = 0 oder für « s :i= ^ «DBeiiBen, we 
A eine positive ganse Zabl iat P8r dicseD Werth 'von je ist «her 
nach 6, 7. 8* 0* , 



Daher ist nach Alaclaurtos Theorem 



COS ^ 2r * 
10. — ^'*» taDgi?*-|-iii4taDg^* — ^.^.drsifti^ataDg ^r^-^/S, 



cos 

11. — — taug ar—i», tanga?'+*-f=£=Ms^i toDga:^*— i-^Ä'» 
und es ist 

ü = (— 1)' . «2*-i tang ,jr«*^i . ain(is^2;(H- 1 ) -l^^ . cos 
il'= (— 1 f . «2* tang . sin (» — 2^J ^ • o? . cos (;^>)2*-«, 

wo swiscbea 0 und 1 liegen. 

Vi^enn nun n eine positive ganze Zthl ist, so brechen dl« Rnihen 
Ton selbst ub, die Reste verschwinden» snd die Giei«liungen lOl nnd 
11. geiten für jedes beliebige x. 

Wenn aber n keine positive ganze Zahl ist, so darf mau die Rei- 
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ffen Bor dann in« ünendlichc fortgehen lassen, wenn R und R 
sich der Null nähern, indem der Index ins Cnendliche lunimmt 

Da nun in obigen Resten die Sinusse die Einheit nicht über- 
steigen, da ferner cos(^:r)«*— i ebenso wie cos (^orj^ s.ch be^ 
küDntermaatisen der Null nähert, wenn cos (^jr) oder cos (^^^r) kleiner 
als die Kinheit und constant bleibt, wenn dieser Cosinus= l so 
bleibt sin(*-2>t-4-l)^^.cos(^^p— », so wie sin(^-2/)^ jr. 
cos (^'^yj^-" mindestens endlich, und die Reste werden sich also 
mit tanc: a:^-^ oder n.j^^ taog a:^ zugleich der Null nahern. 

Nun ist yv>2i-«-2i tane ac^'*^-^ 

. -^^«-acw».-a t-n-(«-2^-M-»-i) 

=««.taDg^.(l-^)(l-S^2)-.0-^^) '"»S 
Ist daher positiv, so ist 

«-1-1 ^ 

mtMi tang < i^a^ tg ^ . — ÖX^ZH^ 

<>»2itg:r2^i(l-5;^)tga:i2I. 
Ist aber « + 1 negativ^ so ist 

n-f-l 

«rat^sx tang jr2^i<#»2* tang Jr2^ t(l — äf:M> 
Ist endficb »-|-1 = 0, so hat man 

ft^i^ii tang ar2^^^ = »2i tang . tang a^K 

Im ersten Falle nähert sich stu^n ^»"J? der Null oder ^ 

wächst ins ünendliche, jenachdem tangor^l (indem wir nur den 

absoluten Werth verstehen). Denn wenn Uug^<l, so ist auch 

(1_^±±.) tang^<l, nachdem hinlänglich gross geworden; 

wenn ab^r taog ar>l, so kann man l so gross nehmen, dass 

(1 tang a: auch > 1, denn diese Bedingung erfordert, 

2^-1- 2i. ^ lang x 

dass r- ^ — :• 

/»-4-1 lang ^ — 1 , , , 

Im zweiten falle kann man k so gross nehmen, dass, wenn 

taog a:<l, auch (1 — lang ar<I; indem diese Bedingung 

erfordert, dass < Wenn aber tang so 

ist auch Ii — tang ar>l, da negativ. 

Im dritten Falle nimmt tang ar2i mit y ins ünendliche ab, 

wenn tang ar^l. Ist tang ^> 1, so nimmt es ins ünendliche zu. 

Aus diesen Betrachtungen folgt, dass die Reihen liL LL cou- 
vergiren oder divergiren, jenachdem der absolute Werth vou tong a: 
kleiner oder grösser als die Einheit ist. ... 

Somit bleibt uns noch der Fall zu untersuchen übng, in wel- 
chem der absolute Werth von tang ^ = 1. 
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* 

Es wird liier auf die (Frenze voo 

aukommen für X=:oo und ein coustaates A:, 
. 1. Wetm positiv» lo ist 



alfo 

• ' 11 1 

Qaher näbert sich der Logaritlimus von n^i-^i der Grenze — 
wpnn X sich (Jcin Unendlichen nähert, folglich hat «21-%^ selbst die 
Mull zur firenze, und die Reihen 10. 11. coovergiren« 
2. VVeuQ U'^l negativ, so ist 



I««. it "T-^ \ <i+i , /^-hL\* 



■. 1. w. 

also ' * 

« 

Dtt aber die Summe ^^^^ 4-.'.. + ^^.^^^ mit X uuendlick wird, 

nnd (~ >x. 4!.2ii)» ^»•'^■""^«•'■'»•■•eD eodlicb bleibt, so 

nähert sieb der Logarithmus dem (Jneiidliclien , also wird auch 
M2A+3i Diit k nneodticb,' and die Reibe 10. odef* 11. divergiit. 

3. Wenn m + 1 = 0, so bleibt der absolute Wertb von 
eoDttant, und die obigen Reiben divergiren wieder. 

Somit haben wir das folgende Resultat erhalten: 

Die Gleicbungen 

* 

1^-^ = 1 tang ^» + »4 tang or* — etc. 
sin nx 



cos -ißn 



= «1 tang tang as^ + m^ tang o?' — etc.. 



gelten für jedes beliebige .r, wenn • eine positive 'ganie ZaU iii» 
und in diesem Falle brechen die Reiben «b. 
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Ist aber f$ keine positive ^anze Zaiil , so converp^iren obige 
Reiben, wenn der absolute Werth von taug a: kleiner als die Ein- 
heit; ist der absolute Werth von tanoc .«• = !, so converg^ircn sie 
auch dann noch, weun m+I^O. lu allen übrigen Fällen ündet 
DiTerffeDi statt. ^ ^ 

Multiplieirt man nif coi ae^f so nehmen die Gleielinogen die 
Gestalt an: 

^ 12. cos iifa:=cos a:** — cos a:'*--28iii ^a^n^cos .r*«— ^sin ^* — etc. 
13* sin iM?=M, cos sin jc — cos a^^^&in -f-etc. 




M i s c e ] 1 e n. 



Eine algebraisch- geometrische Aufgabe. 

Ton Herrn Albrecbt von Graefe sn Berlin. 

Ks sei am 31 ittelpunkte O (T»t Vll. Fig. 10.) eines 
Kreises ein beliebiger W-inkel jiOß=a, und, auf der 
Peripiftrie ein %viilkübrlicher Punkt frcgebeo. Von ^ 
sind auf die Schenkel des Winkels AOB die senkrech- 
ten PC und PI) irefällt. Es soll die Entfernung CD der 
beiden Fusspunkte C und D dieser Seokrecliten von 
einander bestimmt werden. 

Man ziehe den Halbmesser OP^^ den wir im Folgenden als Ein- 
heit annehmen werden, und bezeichne die beiden Winkel AOP 
und BOP mit /9 und In dem Dreiecke COD ist 

CB*=^CO^ + JDO* --2C0 . DO .coA . 

■ 

and folglich, weil COz=ew ß, /10 s cos y ist, 

CD* s=s cos' ß + cos* — 2cos a coi fi cos 

also 

CD* s= cos* sin* y-i-l — 2cos o cos ß cos f. 

£s ist aber bekanntlich 

cos* j9 — »in» y = cos (ß y) cos {ß — y) 

und 

2eos ß cot ^^=008 (Z'+^j + eos Q^ — 
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llitkin ifi 

Ci^*s=cos (ß-^r), (Z'^^)-!:! — cos o cos (ß-^ry 

— OOS a OOS (/J— f), 

ftlso, weil 0=5/? + ;^ ist, 

C/^* = 1 ^ OOS« « r=5 sin> a, 

* 

und folglich Ci9 = sin ce. 

Die LHnp^e von CD ist daher unabhängig von der Lac^e des 
Punktes iodem dieselbe lediglich von der Grösse des Winkels 
a abhängt., 

Nebmeo wir das Dreieck CDP zu Hülfe, so gelangen wir noch 
einfscbcr so demselben Kesnltate. Denn in diesesi Dreiecke ist 

CD^ =: sin' + sin' H- ^os a sin ß sin 

da der Winkel CPD = 180° — a, und mitbin sein Cosinus = 
— cos a ist. Addiren wir diese Gleichung zu der aus dem Dreieck 
CDO sich ergebenden Gleichung 

t , 

C%0'=scos*/^-|»cos';^ — 2cos a cos ß cos 

so erhalten wir 

= (sin* ß + cos» ß) -f- (sin» y cos» y) 
^2cos f» (cos /? cos / — sin ß sin /), 

d.i. ' 

3€7/»»=2— 8cos» Cl!»» =sl — cos» o sssin» u, 

.also 6'^ = sin a. ' * 

Auch durch Anwendung- des Ptol« maischen Lelirsatzes würden 
wir unniittelhitr zum Rehultatc gekommen ^sein. Denn da im Vier- 
ecke 9CPD die gegenüberliegenden Winkel sieb einander supple- 
mentiren, so kann dasselbe als ein eineni Kreise elnoescbriebenes 
. betrachtet werden, und der angeführte Sats liefert daher die Glei- 
cknng 

CD . OPz=z CO . BP-k- DO . CP^ 

also, weil OP=l, CO z=cog ß, DO = eoa r» CPzssün ß, DP 
==:sin ist: 

CJ9ssin ß cos ;^-|-cos ß sin ;'^sintl|?-f-i^)=sin o. 

Endlich ergiebt sich die Gleichheit von CD und sin a auch 
leicht durch die Befraditung, dass die Entfernung der durch Ver- 
längerung der beiden Senkrechten PC und PD bis zur Peripherie 
entstandenen Durchschnittspunkte E und F (Tat*. VII. Fig. 11.) ein- 
mal das- Do|)j>eite von CD ist, da man die Proportion 

EFiCD=EPiCP=%i\ 
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bat, sodnnn aber nach durcb 2aiD a auspfedrückt wird, indem sie'^ 
als Sebue vou EO£^ssifta dem do|»peitea Üinm dea eiDfadien Win- 
kels a gleich ist. 



Herr Professor Dr. Sobncke zu Halle bat mir io Bezu^ auf 
die Tbeil ILS. 326. des Archivs von Herrn Director und Protessor 
Strehlke sa Dans ig in Betreff des sphärischen Viereeke anfge- 
. worfcne Frage die folgenden interessanten Bemerkungen mitziUhei* 
len die Güte gehabt • G. 

Denkt man sieb ein spbäriscbes Viereck mit seinen beiden Dia- 
goualen in seioeo einzelnen Stücken wie in Taf. VH. Fig.^ 12. be- 
seichpety so wird 

4i« PUcbe -dM Drweeb DJB = '^''"^''tw jio 
... V JBC^i±I^=i^J.= f^.r^„ 
.... ^cD^£±£.±h=m.,,„^^.^,„ ' 

.... ,„^=£±«i±n^.,..=^..,, 

- - Vierecks ,:^/f67Z»= läo *'* ^^iä***^» 

wo also /i» = iiA, H-/*, 4-^4 = ^+ C-+-Z> — 360». 

Wendet m^n nun den bekannten Satz für die Bestimmung des 
Flftebeninhalts eine« sphäriichen Dreiecks ans ^wei Seiten und dem 
eingeschlossenen Winkel nn, so ergiebt sich: 

x,^ cotg ^</ .cotg \a . 

«Otg 4f*i = ^--^ + cotg ^ 

ä. 1 c<>tg 4c . cotg \d , 4. 

cotg = — ^ -h cotg Ä 

Vermöge der goniometriscben Founel cotg (^+s) = ^co^^co^gär^ 
«an hierana: 



1-l-tg ■ '/y tir ^ r TOS C-f - tf: /z tp J cos ^ -f- t g ^/y tg tg . cos -\- C) 
tgiätgic sin C-f- tg ia tg^öfsiu^^. tg |a tg ^6 tg tg idsASi i^d ^IT) 
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mccgi^ sin Zl4.cg4^tg^«ia/r-|.tgiatgiZ»tgicigi4l. tili * 

Setzt man in beiden Gleietiongen eotg |f* = ^^~^» schaflOt dann 
die Nenner fort und redncirt» ao wird: * 

sin ^/ü==tg tg Ic |cos IfA sin C — sin ^(i cos C\ 
+ tg tg iä |coa i(ä> sin wtf — ain ift eoa ^| 
+ tgl«tgi*tgicegi</|cos|i»iln(^H-0-8lnl|i€Di(^-|-C)t 

i^d 

sin ^/i»ztg 4r 4^ -^f* — l/'* -^t 

H- tg ^« tg jcos Ifi sin iff — sin ^/u- cos /?| • 

+ tgiatgi^tgictgic^tcos^/*Bio(^+/»)— sioi/i€08(i9+/^)t 

Settt man nun auf der recbteo Seite /* = ^+ £r+ C+Z'— 300» 
nnd'addirt beide Ansdruclcei so wird: 

tg 4^ tg ie sin (i8^C)^tgietgid sin (fS — /I) 
= 2«n(^^.ÖOo) 

oder wenn innn auf der rechten Seite die Sinus der Differenzen 
uufiöst und beaciitet, class sin = — sin ^fA und cqs -^S s 
— cus Ifi ist, SU wird: 

tang Ifi 



üerictitigung. 



In der Ueberscbrift des Attfsataea Ijfo. iL2LXVIll. atreielie 
das erste dem. 
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